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Prefata

Prezenta lucrare este un curs de fizicd generald destinat
studentilor de la specializarea ,,Inginerie economica industriala”,
invatdmant superior tehnic cu frecventa redusa.

Scopul lucrarii este de a prezenta un ciclu de lectii care sa
permitd atat insusirea, de cdtre studentii incepatori in studiul
ingineriei, a notiunilor de baza ale fizicii ca stiinta a naturii cat si
formarea unor specialisti cu o gandire sistematica.

Din materialul bibliografic am selectat si dezvoltat acele
capitole care au stransd legatura cu obiectele de specialitate,
tinand cont si de pozitia disciplinei fizicd in planul de Tnvatamant
- anul .

Capitolele in care este structurat cursul — Mecanica fizica,
Oscilatii si unde elastice, Electricitate §i magnetism — nu
constituie unitati inchise, fiind legate unele de altele prin exemple
care se referd la fenomene ce urmeaza a fi prezentate sau prin
referiri la legi si notiuni discutate anterior. La sfarsitul fiecdrui
capitol au fost incluse probleme propuse pentru rezolvare fiind
indicat raspunsul.

Dezvoltarea cursului se face din aproape 1n aproape, intr-o
succesiune fireasca. Nivelul matematic este accesibil, redus la
strictul necesar, in centrul atentiei aflandu-se explicatia sensului
fizic al fenomenelor. Pentru a veni in sprijinul studentilor, am
expus in Anexa Al a cursului principalele notiuni de analiza
matematicd, aceste elemente fiind indispensabile in prezentarea
elevatd a unor legi fizice.

Conf. dr. Antoaneta Ene
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CAPITOLUL 1
MECANICA FIZICA

Mecanica fizica este ramura fizicii care studiaza miscarea corpurilor, cauzele care produc
miscarea si stabileste conditiile de repaus ale corpurilor. In functie de valoarea vitezei de deplasare
a corpurilor, mecanica se clasifica In mecanica clasica si mecanica relativista. Mecanica clasica
studiazad deplasarile corpurilor avand viteze mult mai mici decit viteza luminii Tn vid, n timp ce
mecanica relativista studiaza deplasarile acelor corpuri care au viteze apropiate de viteza luminii in
vid.

1.1. MECANICA CLASICA A PUNCTULUI MATERIAL

1.1.1. Cinematica punctului material

Cinematica studiazd migcarea mecanicd a corpurilor fard a lua In consideratie cauzele
care determind aceasta miscare.

Un corp se afld In migcare atunci cand 1si modifica pozitia fata de alte corpuri considerate
fixe si este 1n repaus cind nu-si schimba pozitia fatd de acestea. Un corp oarecare, considerat fix,
fatd de care se raporteaza miscarea altor corpuri, determina un sistem de referintd care este un
sistem de coordonate tridimensional legat rigid de corpul fix. Deoarece in realitate nu existd
corpuri absolut fixe, nu exista sisteme de referintd absolut fixe si deci migcarile sunt relative.

Pozitia la un moment dat a unui corp este determinata de vectorul de pozitie T care este
vectorul ce uneste originea sistemului de coordonate, O, cu punctul P 1n care se gaseste corpul (fig.
1.1.1).

Pentru studiul miscarii corpurilor se foloseste modelul punctului material. Vom numi
punct material un ansamblu ale carui dimensiuni pot fi neglijate n raport cu distanta parcursa.
Miscarea unui punct material este caracterizatd prin traiectorie si prin legea de migcare.
Traiectoria reprezintd locul geometric al tuturor punctelor prin care trece mobilul in timpul
deplasarii. Legea de miscare reprezintd legea de variatie a vectorului de pozitie a unui punct
material In functie de timp in raport cu un punct considerat fix.

Y
P(x,y,z)
T traiectorie

.=

1, 1y

L0 I y
X
Fig. 1.1.1 Fig. 1.1.2

Miscarea este deci determinata cand se cunoaste functia :
I =1(t) (1.1.1)
care reprezintd ecuatia de miscare a punctului material.
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Vectorul de pozitie se scrie in functie de coordonatele sale sub forma:
r=xly+yly+zl, (1.1.2)
Ix y iy si iz fiind versorii (vectorii unitate) axelor Ox, Oy si Oz ale sistemului de referintd ales.

Miscarea este cunoscuta daca stim cum se modifica in timp coordonatele punctului material, deci
cunoscand functiile :

x =x(t)
y=y(® (1.13)
z=1z(t)

Functia vectoriald 1(t) trebuie sa satisfacd anumite restrictii impuse de fenomenul fizic al

miscarii punctului. Astfel ea trebuie sa fie continuda si uniformad (deoarece In conformitate cu
principiul perfectei localizéri, punctul material nu poate ocupa simultan mai multe pozitii distincte
in spatiu), finita in modul si derivabila. Ecuatiile (1.1.3) pot fi considerate ca fiind ecuatiile
parametrice ale traiectoriei, parametrul fiind timpul, sau ecuatiile cinematice ale miscarii. Ecuatia
traiectoriei se afla eliminand timpul din ecuatiile parametrice.
Schimbarea pozitiei unui mobil in timpul miscarii este determinata de vectorul deplasare,
AT (fig. 1.1.2) care se exprima sub forma:
AT =1 - 7j (1.1.4)
corespunzator intervalului de timp At =t, - t;.
Daca intervalul de timp este foarte mic, vectorul deplasare se confunda cu spatiul parcurs
de mobil. Se defineste viteza punctului material ca fiind:
v= tim 229 _; (1.1.5)
At—0 At dt

care, asa cum se observa din figura 1.1.2, este tangenta la traiectoria mobilului.

Tinand cont de (1.1.2), relatia (1.1.5) devine :

. dx - dy - dz - .7 .z .7
V:E.1X+_. y"‘a-lz:Xlx“‘yly"'le (1.1.6)

sau :

V=vi g #vydy v, 0, (1.1.6)
unde vy, vy §i v, sunt componentele vectorului v de-a lungul axelor de coordonate.
Viteza medie este:

g = Ar
M At
si are directia secantei la traiectorie (directia vectorului deplasare At ).
Modulul vectorului viteza se calculeaza cu relatia :

|V|=v= v%+v§+v% (1.1.7)

Daca s(t) reprezinta dependenta de timp a distantei parcurse de mobil pe traiectorie,
atunci modulul vitezei se determina din relatia:

ds .
v=—=3%
dt
Daca Ir este versorul razei vectoare 1 (fig. 1.1.1), relatia (1.1.5) se mai poate scrie sub
forma :
. d(r.1 i, -
yodl) _ dly g dr (1.1.8)
dt dt dt



in care r este modulul vectorului de pozitie. Din relatia (1.1.8) se observa ca la viteza v contribuie

. . . S . dlp . L .
doi termeni: o variatie a directiei razei vectoare, reprezentata de r.d—r si o variatie a modulului
t

. .. dr-
vectorului de pozitie, @ L.
t

Daca vectorul viteza a punctului material variaza in timp se defineste vectorul acceleratie
ca fiind :

N . AV dv -
a = lim —V:—V:V (1.1.9)
At—0 At dt
sau, tinand cont de (1.1.5) :
22 .
5=d—2r:f (1.1.10)
dt
Ultimele doua relatii se scriu in functie de componentele vectorilor v si T astfel:
o dvy - dvy - de~_d2x~ d2y~ d22~_ LT e T T
a—T. X T'ly-’_ at .lz—dt—2.1x+dt—2.1y dt—z.lz— —X.1X+y.1y+Z.1Z
sau:
d=ayly +ayly+a,l, (1.1.10)

unde a,, ay, a, sunt componentele acceleratiei in lungul celor trei axe de coordonate.

Modulul acceleratiei este :

i=a=yaZ +al+a? (1.1.11)

1.1.2. Dinamica clasici a punctului material
Dinamica studiazd miscarea mecanica a corpurilor tinand cont atét de fortele care produc
miscarea cat si de masele corpurilor in miscare.

1.1.2.1. Legile fundamentale ale mecanicii clasice a punctului material
Aceste legi au fost formulate de Newton si sunt rezultatul unui numar mare de experiente
si din aceastd cauzd, adesea sunt enuntate ca principii :

1. LEGEA INERTIEI se enuntd astfel: ''un punct material asupra cdruia nu

actioneazd nici o fortd, ramdne in repaus sau se deplaseazd rectiliniu si uniform''. Deci,
a=0 daca F=0.
Introducéand notiunea de impuls :
p=mv (1.1.12)

unde m este masa particulei (punctului material), considerata constanta in cazul clasic, atunci din
conditia a=0 rezultd v=const. §i legea inertiei poate fi enuntatd si in felul urmator : "In
absenta fortelor exterioare impulsul unui punct material rdmdne constant''. Aceasta formulare
pune in evidentd faptul cd legea inertiei este o lege de conservare a impulsului.

2. LEGEA VARIATIEI IMPULSULUI sau LEGEA FORTEI este principiul
fundamental care defineste forta ca fiind proportionald cu viteza de variatie a impulsului:
""derivata impulsului in raport cu timpul este egald cu forta care produce miscarea'" :

S my)=L=p=F (1.1.13)

Cum m = const. rezulta :



d{}_ . -

m—=mv=ma=F (1.1.14)
dt
sau, tinand cont de expresia (1.1.10) a acceleratiei,
- d%F
F= m-—- (1.1.15)
dt
care pe componente se scrie :
F =mX
Fy =my (1.1.16)
E, =mzZ

relatii numite ecuatiile diferentiale ale migcarii.
Prin integrarea succesiva a relatiilor (1.1.16) se obtin pe rand, componentele vitezei si
ecuatiile parametrice ale traiectoriei x = x(t); y =y(t); z=1z(t) care depind astfel de doua

constante de integrare, sau, mai general, legea de miscare a punctului material T =T(t). Pentru a

putea determina starea mecanica a acestuia (pozitia si viteza sa) la un moment dat este necesara
cunoagterea constantelor de integrare si acest lucru se poate face daca se dau asa numitele conditii
initiale adicd pozitia si viteza punctului material la un moment dat pe care-1 alegem ca origine a
timpului, t=0.

3. LEGEA ACTIUNILOR RECIPROCE se enunta in felul urmator: "intotdeauna
fiecdrei actiuni i se opune o reactiune egald in modul si de sens contrar'' :

F, =-F; (1.1.17)

Actiunea si reactiunea se exercita ca perechi, actioneaza simultan asupra a doud corpuri
diferite si au directia in lungul dreptei ce uneste cele doud corpuri.

4. LEGEA INDEPENDENTEI ACTIUNII FORTELOR sau LEGEA
SUPERPOZITIEI FORTELOR afirma ca 'fortele la care este supus un punct material
actioneazd independent unele de altele''.

Conform acestui principiu actiunea simultand a mai multor forte E (i=1,n) asupra unui

punct material poate fi inlocuita prin rezultanta lor F si, invers, o fortd poate fi descompusa in
componente §i actiunea lor este echivalenta cu actiunea fortei rezultante:

. n _
F=YF (1.1.18)
i=l

1.1.2.2. Teoremele generale ale dinamicii punctului material
Teoremele generale ale dinamicii punctului material sunt consecinte ale principiilor
dinamicii si permit in multe cazuri determinarea ecuatiei de miscare fard a mai fi necesara
integrarea ecuatiilor diferentiale ale miscarii (1.1.16). Pentru analizarea acestor teoreme

consideram un punct material de masa m, asupra céruia actioneaza o forta F.

1. TEOREMA IMPULSULUI: “Derivata in raport cu timpul a impulsului punctului
material este egald cu rezultanta fortelor aplicate”.
dp _ & (1.1.19)
dt

Daca forta care actioneaza asupra punctului material este nuld, impulsul se conservi:

- d - -
F=0<=d—f=0=>p(t1>=p(tz)



2. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC
Momentul cinetic al unui punct material Tn migcare in raport cu un punct fix O este
madrimea fizicd vectoriala :
L=txp (1.1.20)
unde T este vectorul de pozitie al punctului material fatd de acel punct iar p impulsul acestuia
(fig. 1.1.3).
In cazul in care punctul material este legat de punctul fix O si asupra lui actioneaza o

forta F, se defineste momentul fortei in raport cu punctul O ca fiind:

M = ixF (1.1.21)
Derivand L in raport cu timpul se obtine :
dL  d _ .. df . . dp . = -
—=—(rxp)=—xp+rx— = rxF=M 1.1.22
dt dt( P) dt P dt ( )
dr .
unde —xp=vxp=0
at P P

deoarece vectorii sunt coliniari.

Lﬂk

Fig. 1.1.3

Astfel se poate enunta teorema variatiei momentului cinetic: “viteza de variatie a
momentului cinetic in raport cu un punct fix este egald cu momentul fortei care produce
migcarea in raport cu acel punct”.

Daca punctul material este izolat (F: 0) sau se afla intr-un cdmp central (forta F ce
actioneaza asupra lui este pe directia razei vectoare, suportul acesteia trecand printr-un punct fix
numit centrul cdmpului, ca de exemplu forta centripetd, forta elastica, greutatea corpurilor),

momentul M este nul si momentul cinetic se conservd (ramane constant in timp).

Deci se poate scrie teorema conservarii momentului cinetic:

1\71:0«:>i—%=0<:» L(t;)=L(ty)

3. TEOREMA ENERGIEI CINETICE
Prin definitie, lucrul mecanic elementar d£ efectuat de o forti F, cand punctul de
aplicatie al acestei forte se deplaseaza cu d T , este egal cu produsul scalar dintre F si dT:
dL= F.df= F.dr.cos (F,dT) (1.1.23)
Daca in relatia de definitie (1.1.23) se inlocuieste expresia fortei (1.1.13) rezulta:
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=L (mv)dai = L(m¥)vdt = ¥d(mv) = mvd¥
at at

sau: dL = d(%m?zj - d(%mvz) =dT (1.1.24)

unde s-a notat :

2

T :%mv (1.1.25)

marime care reprezintd energia cineticd (de migcare).
Daca deplasarea sub actiunea fortei are loc intre punctele A si B (fig.1.1.4), lucrul
mecanic efectuat va fi :

B_ ~ B msz rnv2A
Lap= [Fdi=[dT =T Ty = - (1.1.26)
A A 2

ZW&

Fig. 1.1.4 Fig. 1.1.5

Relatia (1.1.26) reprezinta continutul teoremei variatiei energiei cinetice care se enunta
in felul urmator: ''variatia energiei cinetice a unui punct material de masd constantd actionat de
o fortd intr-un interval de timp, este egald cu lucrul mecanic efectuat de forta care actioneazd
asupra acestuia in intervalul de timp considerat''.

Dacé rezultanta fortelor care actioneaza asupra punctului material este nuld, sau este
perpendiculari pe directia deplasirii, din definitia (1.1.23) a lui £ rezulti ci lucrul mecanic este
nul si conform (1.1.26) energia cinetica se conserva.

Acelasi lucru mecanic poate fi efectuat in diferite intervale de timp si de aceea in practica
e important si timpul 1n care se realizeaza lucrul mecanic respectiv. Pentru caracterizarea
mecanismelor i motoarelor se foloseste notiunea de putere mecanicd, definita ca marimea fizica
numeric egala cu lucrul mecanic efectuat in unitatea de timp:

P= lim AL_dE (1.1.27)
At—0 At dt
sau, tinand cont de (1.1.23), pentru F= const. se obtine:
P=F I Ry (1.1.28)
dt

deci la forte egale puterea depinde de viteza.

4. TEOREMA CONSERVARII ENERGIEI MECANICE

S-a constatat cd existd forte, cum sunt fortele cAmpului gravitational, elastic sau
electrostatic, numite forte conservative, pentru care lucrul mecanic nu depinde de forma drumului
parcurs ci numai de pozitiile initiala si finala (fig. 1.1.5):



L= | Fdi = [Fdr (1.1.29)

G G
Pentru conturul inchis C = 1a2b1 se poate scrie, tinind cont de (1.1.29) :
$Fdt = [Fdf + [Fdf= [Fdr— [Fdf=0 (1.1.30)
C C, c,' C, C,
sau :
§Fdf = § (Fydx+F, dy+ F,dz)=0 (1.1.31)
C C

Relatiile (1.1.30) si (1.1.31) aratd cd lucrul mecanic al fortelor conservative efectuat pe o
traiectorie inchisa este nul si din punct de vedere matematic (relatia A.1.23 din anexa Al)

reprezintd conditia necesara si suficientd ca lucrul mecanic elementar Fdf (integrandul din 1.1.31)
sd fie o diferentiald totald a unei functii scalare U(X,y,z) numitd potentialul fortei sau energie
potentiald care depinde de pozitia punctului material, fara s depinda de timp:

Fdf = - dU (1.1.32)
unde semnul minus indica scaderea acesteia atunci cand forta cAmpului efectueaza lucru mecanic.

Ultima relatie se mai poate scrie, tindnd cont de relatia (A.1.7) din anexa Al pentru o
diferentiald totald exacta:

Fydx+F, dy+F,dz = W iax+ Y ay+ Y g,
ox dy oz
echivalenta cu urmatoarele egalitati corespunzatoare componentelor fortei :

U AU _ _ au

F, = ——; =——: =—-— 1.1.33
X ox Y ay = ”? 0z ¢ )
cu proprietatea (A.1.9):
oF, OJFy JFy 9F, 9F, OF
XY, Y Tz, Tz _TX (1.1.34)
dy  9x dz  dy Jx  0dz
Astfel, se poate defini vectorul forta:
F=-grad Us F=-VU (1.1.35)
unde operatorul vectorial V (nabla) definit In anexa (relatia A.1.12),
v-297 +i]y s 90
ox dy dz
aplicat unei functii scalare, poarta numele de gradient.
Expresiile (1.1.34) conduc la relatiile:
oF, OF JoF,  9F 0F, OF
XYoLz, —L_—X_-0 (1136
Jdy dx 0z dy dJx Jdz
Definind rotorul vectorului F (relatia A.1.17) ca produsul vectorial :
i i, 1,
ot Fevxkaol|d 9 9 (1.1.37)
dx dy 0z
Fx Fy F,

se observa cd in stanga relatiilor (1.1.36) sunt chiar componentele vectorului rot F. Rezulta astfel:
VxF=0 (1.1.38)

care reprezintd o altd caracterizare a fortelor conservative si totodatd conditia necesard si
suficienta ca forta campului sa derive dintr-un potential.
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La acest rezultat se putea ajunge si folosind teorema lui Stokes (A.1.22) de transformare a
integralei curbilinii in integrala de suprafata, pe suprafata S delimitata de conturul (C) :

$FdT=][ (VxF)dS = 0
C S
de unde se obtine V x F=0 si deoarece rotorul unui gradient este intotdeauna nul (relatia
A.1.31), rezultd definitia pentru o fortd conservativa, ca gradientul cu semn schimbat al energiei
potentiale : F= - grad U.
Relatia (1.1.32) se mai scrie:

d£ = Fdi = -dU (1.1.39)
si lucrul mecanic efectuat intre doua puncte A si B va fi :
B._ B
L,y = [Fdi =[(-dU)=U, - Up (1.1.40)
A A

unde U, si Ug sunt energiile potentiale corespunzatoare punctelor A respectiv B, care sunt
determinate pana la o constantd arbitrard. Deci lucrul mecanic efectuat de fortele cimpului intre
doud puncte este egal cu variatia energiei potentiale intre punctele respective, luati cu semn
schimbat.

Alegédnd un punct de referintd P, (spre exemplu la infinit, unde campul de forte se
anuleaza in general) se poate defini energia potentiald a punctului material ntr-un punct P(1 ) ca
fiind lucrul mecanic al fortelor campului, cu semn schimbat, pentru deplasarea punctului material
din punctul de referintd Py in punctul considerat:

P
U(T)= - [ FdT (1.1.41)
Py

Suprafetele pe care energia potentiald este constantd (U=const.) se numesc suprafefe

echipotentiale (descrise in §A.1.4.1). Forta cdmpului conservativ, F, este perpendiculard pe
suprafetele echipotentiale si indreptata in sensul descresterii energiei potentiale (fig. 1.1.6),
conform definitiei (1.1.35). Un punct material situat intr-un camp conservativ evolueaza catre
pozitia caracterizata de un minim al energiei potentiale (pozitia de echilibru stabil) si aceastd
tendintd are o valabilitate generald in sensul ca este tendinfa naturald a tuturor sistemelor de a
trece de la stari cu energie potentiald mai mare cétre stiri cu energie potentiald mai mica, adica
tind cétre o stare careia 1i corespunde o valoare minima a energiei potentiale.

linii de forta

suprafete \
echipotentiale .

U1<U2<U3

Fig. 1.1.6



Conform (1.1.24) si (1.1.39) s-a obtinut ca:

dL=dT = —dU@% (T+U)=0=T + U =const.

sau, notdnd suma dintre energia cinetica si cea potentiala cu E (energia mecanica):
Tp +Up =T +Up =E =const. (1.1.42)
care reprezintd teorema conservarii energiei mecanice, evidentiind faptul ca “in timpul miscarii
intr-un cdmp de forte conservativ are loc o transformare reciprocd a energiei cinetice in energie
potentiali dar energia mecanicd ramdne constantd”.
Daca punctul material este situat Intr-un cdmp conservativ si este supus in acelasi timp la

o forta neconservativa (disipativa) F' (spre exemplu o forta de frecare), lucrul mecanic al fortei
neconservative este egal cu variatia energiei mecanice a corpului:

F.dT =AE (1.1.43)

1.2. ELEMENTE DE DINAMICA RELATIVISTA

1.2.1. Relatia dintre masa si energie in dinamica relativistd

Pentru viteze foarte mari ale corpurilor, apropiate de viteza luminii in vid (c), masa de
migcare (masa relativistd) nu mai este constanta, ca in cazul dinamicii clasice, ci creste cu viteza
dupa legea (fig.1.2.1):

(1.2.1)

unde m,, este masa de repaus, deci nu este doar functie de proprietatile corpului (particulei) ci si

de starea de miscare a acestuia. Ea nu este o marime invariantd, avand valori diferite in referentiale
diferite. Cresterea masei relativiste cu viteza a fost verificata experimental studiind sarcina
specificd a electronilor pentru diferite viteze; s-a constatat cd sarcina specificd e/m este mai mica
pentru electronii rapizi decat pentru cei lenti. Variatia masei de miscare cu viteza a putut fi
observata si in procesele de ciocnire dintre particulele elementare.

my

[ I
v

v
Fig. 1.2.1
Pornind de la relatia de definitie a fortei, care are aceeasi forma (1.1.13) ca si in mecanica
clasica,
d
F=9P_9d v
dt dt



se obtine:
Fdt=vdm+mdv

N . dr . . .
de unde, prin inmultire cu v (v = m ), se obtine lucrul mecanic elementar al fortei F:
t

de=Fdr=v? dm+mvdy (12.2)
Diferentiind relatia (1.2.1) rezulta:
| V2 =3/2 |
dm=mg|——|1-— ——|2vdv
) )
de unde,
dm = mg vdv3/2 _ 1 mg vd\lll2 _ n;vdv2
2 - ? 1—% Y ©
2 ¢ c?
sau

(c2 —V2)dm=mvdv
si (1.2.2) devine:
de =(c2 —V2)dm+v2 dm=c2 dm=dT

Integrand aceasta relatie se obtine energia cinetica:

2 T 2

¢” [ dm=[ dT=T=(m-mgy)c (1.2.3)
m, 0
Se defineste energia relativista (totald) E a unei particule libere (In absenta cAmpurilor de

forte) ca produsul dintre masa de migcare si patratul vitezei luminii:

(1.2.4)

numitd si relatia lui Einstein, care aratd ca orice particula care are masa are si energie. Aceasta
legaturd dintre masa si energie mai este denumitd si legea echivalentei dintre masa si energie.
Aceasta echivalentd nu trebuie confundata cu notiunea de identitate; masa si energia reprezinta
caracteristici diferite ale particulelor. Legea echivalentei stabileste proportionalitatea dintre ele.
Energia de repaus (pentru v = 0), este diferita de zero in cazul relativist:

Ey =myc? (1.2.5)
relatia (1.2.3) scriindu-se:

T=E-E, (1.2.6)
Daca viteza de deplasare a particulei este mult mai mica decat viteza luminii, se dezvoltd expresia

1
2
1- sz din relatia (1.2.4) in serie de puteri si se pastreaza primii doi termeni, rezultand:
c

2
1
+V_2+... = m0C2+—m0V2
2¢ 2

Al doilea termen din membrul drept coincide cu energia cinetica clasica a particulei (1.1.25).

E :m002 1



1.2.2. Relatia dintre impuls §i energie in dinamica relativista.
Legatura dintre masa de repaus my si impulsul relativist p este data de relatia:

m(){/

p=m(v) v = (1.2.7)

Pentru viteze mici, v << c, aceastd relatie coincide cu cea clasicdi din mecanica
newtoniana. S-ar parea cd masa my coincide cu masa particulei cand aceasta se miscad cu viteza
mica. Proprietatile masei de repaus mq sunt insa esenfial diferite de cele ale masei considerate in
cadrul teoriei clasice. Masa de repaus nu satisface legea de conservare. Exista procese 1n care masa
totala a particulelor Tnainte de procesul fizic nu este egald cu masa totala a particulelor care rezulta
dupa desfasurarea acestuia. Neconservarea masei de repaus rezulta si din faptul cd masa de repaus
m, nu este o proprietate generald a particulelor; spre exemplu, fotonii §i neutrinii au masa de
repaus nuld. Masa de repaus este o caracteristica foarte importanta a corpurilor. Fiecare particula
elementara sau fundamentala are o masa de repaus m, bine determinata.

in teoria relativititii se admite legea conservarii energiei si a impulsului si din relatia lui
Einstein rezulta ca se conserva si masa relativista. Spre deosebire de mecanica clasica, unde exista
doud legi de conservare pentru energie si, respectiv, masd, in teoria relativitatii ele sunt reunite
intr-una singura si anume in legea conservirii energiei totale.

Eliminéand viteza particulei din relatiile (1.2.4) si (1.2.7) se obtine relatia dintre impulsul
si energia relativista:

2 2 2 4

E2=p%c? +m2c (1.2.8)

PROBLEME PROPUSE LA CAPITOLUL 1

1.1. Un mobil se deplaseazi dupi ecuatiile parametrice x =4 + 6 t*si y=3 t* — 1, unde x
siy se dau 1n cm, iar t In s. Sa se determine traiectoria mobilului, médrimea vitezei si a acceleratiei.

R:y=%—3; v=6t\/§cm/s; a=6\/§cm/s2

1.2. Un mobil executd o miscare rectilinie conform ecuatiei x = 5t + 2t2 —§t3 . Sa se

determine in ce moment viteza mobilului este maximd si care este aceasta valoare.
R: [t]vzv =185V ax =v(l)=7m/s.
max

1.3. Sa se determine viteza si spatiul parcurs de un mobil a cdrui acceleratie depinde de
viteza dupa legea a = - kv?, unde k este o constanti pozitiva, cunoscand ca la t=0, v=v, si x=0.
Care este dependenta vitezei de spatiul parcurs?,

. _ —kx
R: v=v e

1.4. O barcad cu motor intdmpind din partea apei o fortd de rezistentd proportionald cu
patratul vitezei. In momentul cand viteza barcii este v, =20m/s , motorul este oprit §i dupd un
timp t=17,2 s viteza barcii devine de e ori mai mica (e — baza logaritmului natural). S& se
determine distanta parcursa de barca in acest timp.

VT
R: d= =100 m.
e—1




1.5. Un corp punctiform de masd m poate sa se miste rectiliniu (In lungul axei Ox, de
exemplu). Asupra lui actioneaza o forta indreptata in lungul aceleiasi axe, in sens pozitiv, egala cu

F= kzmx , unde k este un coeficient constant iar x abscisa corpului. La momentul initial, corpul
se afla in repaus la distanta d de originea axei de miscare. Sa se afle ecuatia spatiului parcurs de
corp neglijand frecarea dintre corp si plan.

R: x :%(ekt +e Xy =d .ch kt

1.6. Miscarea in linie dreaptd a unui automobil de masd m=1200 kg cu o vitezd
uniforma v necesitd, pentru a putea invinge diversele frecari si rezistenta aerului, o fortd orizontala

a carei valoare, In newtoni, este data de relatia F=850+ 2V2 (v in m/s). Sa se determine forta de
rezistenta si puterea automobilului, in ipoteza migcarii uniforme, in functie de viteza acestuia.

R: F =2vZ (N); P=(850+2v%)-v (W)
1.7. Un punct material de masa m se miscd pe o traiectorie circulard de raza R sub

. . L= k 5 . . ..
actiunea unei forte centrale de atractie F=——3R, al carei suport trece prin centrul cercului iar k
R

este o constantd pozitiva. Determinati: a)energia cineticd, potentiald si totala a punctului material;
b)impulsul si momentul cinetic al punctului material.

R: T:L ; U:—E ; p= L’ L=+vkmR
2R R mR

1.8. Stabiliti forma suprafetelor echipotentiale pentru urmdtoarele cdmpuri centrale

conservative:campul ~ gravitational  terestru, 1n  apropierea  suprafetei = Pamantului
~ = - A . . =  km._

(|g|=const.,G=mg); b)cdmpul fortelor de atractie newtoniene, F=———r, unde k este o

3

constanta pozitiva iar T este vectorul de pozitie al corpului de masa m fata de centrul de forta.

R: a) plane paralele cu planul xOy; b) sfere cu centrul 1n originea sistemului de
axe de coordonate.

1.9. Determinati viteza unei particule relativiste daca:
a) impulsul relativist este mai mare de | = 2 ori decat impulsul newtonian al particulei;
b) energia cineticd a particulei este egala cu energia sa de repaus.

Ria)v="n2-1=26-10m/s; b) v=%x/§=2,6-108m/s
n

1.10. O particula cu masa de repaus m, se deplaseaza de-a lungul axei Ox a unui

referential dupa legea x = 32 + c2t2 , unde a este o constanta, ¢ viteza luminii, iar # timpul. Sa se

determine ce forta se exercitd asupra particulei in acest referential.

2
mgc
R: F:0

a
1.11. Determinati acceleratia unui electron in miscare relativista sub actiunea unei forte
constante, la momentul in care energia sa cinetica devine T.
3




CAPITOLUL 2

OSCILATII SI UNDE ELASTICE

2.1. OSCILATII ELASTICE

Orice miscare 1n care se face o transformare periodica sau pseudoperiodicd a unei forme
de energie in alta poartd numele de oscilatie. Oscilatiile elastice sunt acele oscilatii in care energia
cinetica se transforma in energie potentiala si invers.

Oscilatia unui sistem izolat declansata printr-un impuls initial care are frecventa constanta
se numeste oscilatie liberd (proprie) iar frecventa miscarii oscilatorii - frecventd proprie.

Daca marimile ce caracterizeazd miscarea oscilatorie (masa, constantele elastice,
coeficientii de proportionalitate Intre fortele de frecare si viteze) raman constante in timp, oscilatia
este liniara.

2.1.1. Migcarea oscilatorie armonicd

Miscarea oscilatorie armonica reprezintd migcarea unui sistem mecanic izolat de-o parte
si de alta a unei pozitii de echilibru. Printr-o alegere convenabild a sistemului de referintd, se poate
considera ca migcarea este unidimensionald, in lungul axei Ox. Starea de echilibru corespunde
pozitiei In care energia potentiald este minima, adica

2
[de _o, d“u -0,
X=X0

dx dx 2
X=X0
unde X, este coordonata pozitiei de echilibru. Daca sistemul este departat de pozitia de echilibru ia
nastere o forta elastica care, pentru sistemul izolat, deriva din energia potentiala (1.1.35) :

F=_gad U=- Ty 2.1.1)
dx

Pentru determinarea acestei forte e necesard cunoasterea energiei potentiale.

Pentru deplaséri mici (x - Xq) fatd de pozitia de echilibru expresia energiei potentiale
corespunzatoare pozitiei X se poate dezvolta in serie Taylor (relatia A.1.10), cu limitare la primii
termeni :

2
U(x):U(x0)+(£) (x-xg)+ o &Y (x=x0)% +.oe 2.1.2)
dx X=X 2 dx 2 _
X—XO
Din conditia de echilibru, rezulta ca al doilea termen din dezvoltare este nul. Daca alegem
prin conventie xo = 0 si U(x¢) = 0, expresia (2.1.2) devine :

2
U~ 4 [; x 2 (2.1.3)
2| d4x _
x=0
Notand constanta elastica cu
2
k= d°u >0 (2.1.4)
dx2 <=0
relatia (2.1.3) devine :
U(x) = % k x2 2.1.5)

de unde rezulta expresia fortei (2.1.1) ce actioneaza asupra sistemului mecanic:
F=-kx.I, (2.1.6)
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Aceasta fortd este o fortd de tip elastic, fiind indreptatd spre pozitia de echilibru si avand
intensitatea proportionald cu deplasarea.

Constanta elastica k data de (2.1.4) caracterizeaza campul de forte si este dependentd de
natura mediului.

Daca se reduce sistemul mecanic la un punct material cu masa m, ecuatia de miscare a
acestuia sub actiunea fortei elastice este :

mX = -kx&e mxX+kx=0.
Impartind ecuatia prin m se obtine :
K+oix=0 (2.1.7)
unde s-a notat
02 =X (2.1.8)
m

o, fiind pulsatia proprie.
Ecuatia (2.1.7) este o ecuatie diferentiald liniara §i omogena de ordinul al doilea cu
coeficienti constanti, cu solutii de forma eM si care introduse 1n ecuatia (2.1.7) determina ecuatia

caracteristicd pentru A :
A+ o

(e} )

=0 (2.1.9)

avand solutiile pur imaginare:

Mo =421 o, (2.1.10)
Tinand cont de relatia (2.1.10) se obtine solutia generald a ecuatiei (2.1.7) de forma unei
combinatii liniare a solutiilor liniar independente e}hlt si e7L2t :
x = Cel®t creTi®! @.1.11)

C’ 5i C” fiind constante arbitrare de integrare, in general complexe. Pentru ca x sa fie o marime
reald, adica x = x* (x* fiind conjugata lui x), trebuie ca C’ = C”* .
Folosind relatiile lui Euler : et =cosatisina,se obtine :
x=(C+C")cos 0, t+i(C'-C")sin wt
sau :
x=C; cos @, t+C, sin @t (2.1.12)

unde C;=(C+C") si C, = i(C'-C") sunt constante reale (deoarece C’ = C” *).

Notéand :
C, =Acos C
! P nde A=yC?+C3 si go=——2,

C2=—Asm(p Cl

expresia lui x din (2.1.12) devine :

x = Acos (W t+ Q) (2.1.13)
Uneori solutia (2.1.13) se exprima sub forma
x = Asin(@,t+ @) (2.1.13")
sau sub forma complexa:
x=Ae (@ot+®) (2.1.137)

convenind ca partea reala sa reprezinte marimea fizica considerata.

Miscarea exprimatd de (2.1.13) sau (2.1.13”) este o migcare oscilatorie armonica fiind
descrisa de o functie cosinus sau sinus; x reprezintd elongatia, A - amplitudinea miscarii (valoarea
maxima a elongatiei), ® = o t + ¢ - faza miscarii iar @ - faza initiald a miscarii. Migcarea este
periodica deoarece elongatia ia valori identice In momente separate intre ele prin intervalul T
numit perioada oscilatiei.
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Din conditia:

x = Acos(@, t+¢) = Acos|a, (t+T) +0|=..=Acos|(@, (t+nT) + o]

sau
cos(@,t+ @) =coslw0 (t+T)+ (pJ
rezulta :
0,t+T)+o=0,t+¢+2n
sau

m0T=2n

T=20 _gp M (2.1.14)
o, K

Numarul de perioade cuprinse in unitatea de timp se numeste frecventa:
1 ®
v=—=_-2 (2.1.15)
T 2n
In timpul oscilatiei, viteza si acceleratia oscilatorului sunt variabile in timp:

v=x=-Aw, sin(®,t+¢)

de unde perioada este:

. 2
a=X=-Am, cos(®,t+¢)
Energia totald a oscilatorului este :
mv2 N kx2 _ kA2 B moo(z)A2
2 2 2 2
fiind constantd in orice moment, asa cum rezultd din teorema conservarii energiei mecanice
(1.1.42) pentru un sistem izolat.

E=T+U=

(2.1.16)

2.1.2. Miscarea oscilatorie amortizati

in realitate oscilatiile unui punct material se produc cu disipare de energie datorita
existentei fortelor de frecare din partea mediului.

Pentru viteze mici se considera ca forta de frecare este proportionala in orice moment cu
viteza, fiind de forma:

Fp=-rv=-rx, r>0

unde r se numeste coeficientul de rezistenta al mediului.

Astfel, pe langa forta elastica, apare si forta de frinare care se opune deplasarii, legea
fundamentala a dinamicii fiind in acest caz :

mX = F, + F; & mX= —kx—rx

sau :
mX +rx + kx=0 (2.1.17)
Impértind prin m si notand
k . T
— =025 —=28 (2.1.18)
m m
unde B se numeste factor de amortizare, ecuatia (2.1.17) devine :
K+ 2Bk+®2x = 0 (2.1.19)
care este o ecuatie diferentiala omogena de ordinul doi cu coeficienti constanti care are solutii de
forma e)”t si care, introduse in (2.1.19), implica ecuatia caracteristica:

A2 +2BA+02 =0 (2.1.20)

cu solutiile :
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My =-BtB? -0l (2.121)

Solutia generala a ecuatiei (2.1.19) este :

M t

x=CeM' C"e}b2

sau, inlocuind (2.1.21) :

[ 2 a2 2
x=e Bt ce VBT 00 | o TWBT -G (2.1.22)

x(t) A x(t)A
cC+C”
C’
(0) > ¢ 0) >
Fig. 2.1.1 Fig. 2.1.2

In functie de relatia dintre P si o, , se disting trei cazuri :

1) Daca B > , frecarea este puternicd, solutiile ecuatiei caracteristice (2.1.20) sunt

reale, miscarea este amortizatd aperiodicd, elongatia scazand monoton si tinzand catre 0 cand t —
oo (fig. 2.1.1), sistemul revenind la pozitia de echilibru (x nu-si schimba semnul, oscilatorul nu
trece de cealaltd parte a pozitiei de echilibru, pierzandu-si intreaga energie intr-un sfert de
perioada).

2) Daca B = ®, (cazul amortizdrii crifice) ecuatia caracteristicd (2.1.20) are o radéicind
multipla (dubld), A, = - B, si solutia generald este de forma unei combinatii liniare a solutiilor

At si t.e7‘t :

liniar independente e
X = e_ﬁt(C't +C")
miscarea fiind si in acest caz aperiodica (fig. 2.1.2).

3) Daci B < o forta de frecare este slaba si solutiile (2.1.21) ale ecuatiei caracteristice

My =-BEijol-p? =-Btio, (2.1.23)

unde s-a notat cu ®, pseudopulsajia oscilatiilor:

o, =40 -p? (2.1.24)

Solutia generala (2.1.22) a ecuatiei diferentiale (2.1.19) devine :

— L iw,t —iw,t
xzeﬁt(Ce a an)

Folosind rationamentul de obtinere a relatiei x = A cos (®,t + @) din paragraful

sunt complexe :

+C'e

precedent se obtine :
X :e_Bt (Cicoso,t+C,sinw,t)
sau :
szoe_Btcos(mat+(pa) (2.1.25)

16



Ecuatia (2.1.25) arata ca miscarea este pseudoperiodicd, deci este oscilatorie - fapt indicat

de factorul cos(®, t + @, ) — dar amplitudinea scade in timp dupa legea exponentiala :

A(t) = A e Pt (2.126)
Graficul variatiei elongatiei miscarii oscilatorii amortizate (2.1.25) In functie de timp este aratat in
figura 2.1.3 (curba plind), curbele punctate reprezentand functia x = + Age P,

Perioada miscarii amortizate este:
27 27

® [ 2 2
a mO—B

Amortizarea oscilatiilor se poate caracteriza prin marimea 8, numita decrement logaritmic si
care reprezinta logaritmul natural al raportului a doua amplitudini consecutive :

A Age

= nePT = BT

A(t+T) HAOC—B(HT)

X(t)A

Ao

Fig. 2.1.3
Daca se cunoaste amplitudinea initiald A, si amplitudinea dupa n oscilatii complete, A, se
obtine :
A Ay A A A n A
0.0 . LS A P
A, Al A, Ay Ay =l Aj
si cum fiecare logaritm natural din suma este egal cu d se obtine :
A 1. A
n—% =nd= § = —In—2
n n n

O masurd a duratei oscilatiilor amortizate este inversul coeficientului de amortizare [,

1 o A Lo P .
I=E , numit timp de relaxare care arata in cat timp amplitudinea oscilatiilor scade de e ori.

2.1.3. Miscarea oscilatorie intretinutd (fortatd). Rezonanta
Pentru a Tmpiedica amortizarea migcarii oscilatorii sub actiunea fortei de frecare, i se transmite
oscilatorului energie din exterior, actionandu-se cu o forta periodica de forma :

Fp = FO cos Wt

Ecuatia migcarii se scrie in acest caz :

F
m¥ + 1% + kx = Fj cosote  K+2Bx+02x =—2cosat  (2.1.27)
m

Solutia ecuatiei neomogene (2.1.27) se scrie ca suma x = x; + X (fig. 2.1.4) dintre solutia generald a
ecuatiei omogene cu aceiasi coeficienti, de forma (2.1.25) :
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Xy =Aoe_Btcos(1/wg —]32 t+(paj

si o solutie particulara a ecuatiei neomogene, de forma membrului drept :

Xy = Acos (0t+ @) (2.1.28)

Datorita amortizarii, pentru un interval de timp suficient de lung solutia x; (regimul
tranzitoriu) poate fi neglijata, oscilatiile sistemului fiind descrise de solutia x,. Migcarea descrisa de
aceastd solutie se numeste regim stationar; oscilatiile se efectueazd cu o pulsatie egald cu cea a
fortei de ntretinere si nu cu pulsatia proprie.

X1 X2
A A

A |
VEVAa VvV

Fig. 2.14

Amplitudinea A si faza initiala ¢ se determind din conditia ca X, datd de relatia (2.1.28) sa
verifice ecuatia (2.1.27). Inlocuind:

X=X2 =—0Asin(0t+9) ; 3&=5&2 —— 2 A cos (0t + @)
si notand
Fo

—=f, (2.1.29)
m

ecuatia (2.1.27) devine :
- szcos((ot + @) — 2PwA sin(ot + @) + 0)(2) Acos(wt + @) =f; cos mt
sau, scriind
fy cos wt = £ cos (@t + @ - @)
rezulta
(m% - mz)Acos(mt + @) — 2P0A sin(wt + @) = f(y cos (Wt + @) cos @+ ) sin (Ot + @) sin @

Identificand coeficientii termenilor cos (®t + @) si sin (@ t + ¢) din ambii membri ai ecuatiei se obtine :

A((D(Z)—(x)z)=f0 cos @ (2.130)
-2B0A =f;sing
de unde rezultd prin Tmpartirea relatiilor :
2w
0, -0
1 (og -’

fnlocuind cos@ =

\/1+ e’o ) \/(wg —m2)2 +4B2w?
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in prima relatie a sistemului (2.1.30) si tindnd cont de notatia (2.1.29), se obtine amplitudinea oscilatiilor
fortate :
Fo
A= (2.1.32)

m\/((o(z) - 0)2)2 + 4[32032

Bi<Pr<Ps<.....

v

Fig. 2.1.5

Amplitudinea si faza initiala a migcarii oscilatorii Intretinute, In regim stationar, depind de
raportul dintre pulsatia ® a fortei periodice de intretinere si pulsatia oy, a oscilatiilor proprii. Dependenta
amplitudinii oscilatiilor Intretinute de pulsatia fortei este redata in figura 2.1.5. Oscilatiile nu sunt in faza
cu forta de Intretinere (cu exceptia cazului in care p = 0). Amplitudinea prezintd un maxim pentru o

. . . . L .. (dA .

pulsatie ®. numitd pulsafie de rezonantd si care se obtine din conditia | — =0 adica:
4o ) o=

T

_Fy —4(0(0)%—(1)2)+8B20) —05 o= TZ—ZBZ
: 0

m ( 2 2)2 2 22
2{030—@ +4p m}

Fenomenul de aparitic a unui maxim de amplitudine a miscarii intretinute se numeste
rezonantd. Maximul amplitudinii,

0=,

A A fo
max = A(@p) = ﬁ >
mB 0)0 _B
este cu atdt mai mare cu cét coeficientul de amortizare [ este mai mic, tinzind cétre e cand § — 0. Cu
cét factorul de amortizare 3 este mai mic, cu atét pulsatia de rezonanta se apropie de valoarea pulsatiei
oscilatiilor proprii.

Fenomenul de rezonantd are numeroase aplicatii in fizica si tehnica, stand la faza functionarii
radioreceptoarelor, instrumentelor de masurd, instrumentelor muzicale etc. in proiectarea unor organe
de masini trebuie sa se asigure o frecventa proprie de oscilatie a instalatiilor care sa fie diferita de cea a
vibratiilor care apar in timpul functiondrii acestora, pentru a evita atingerea unui maxim al amplitudinii
care le-ar distruge.
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2.1.4. Compunerea oscilatiilor armonice
2.1.4.1. Compunerea oscilatiilor armonice paralele cu pulsatii egale

Daca asupra unui punct material actioneazd simultan doua sau mai multe forte elastice,
migcarea efectuatd de el este o miscare rezultanta determinata de efectul independent al fiecarei
forte.

Consideram ca punctul material e supus simultan la doud forte elastice ce actioneaza pe
directia Ox si care determina miscarile oscilatorii redate de relatiile :

x; =A; cos(@t+¢q) (2.1.33)
Xy = A, cos (Ot+¢,)
Elongatia rezultantd va fi suma elongatiilor oscilatiilor paralele independente :
X=Xy + Xy =Acos(®t+ @)+ A, cos(@t+¢@,) (2.1.34)

iar ecuatia miscarii oscilatorii rezultante este de forma:
X = Acos (Wt+ @) (2.1.35)

Din (2.1.34) si (2.1.35) rezulta, egaland coeficientii lui cos @t si sin ® t din cei doi

membri :
Acos®=A;cos + A, cos
SPT AR T A2 €09 (2.1.36)
Asin@ = A sin@; + A, sing,
de unde se obtine:
A, sin@; + A, sin
tg =1 510P1 ¥ Ao SINPy (2.1.37)

B A cos@; + A,y cosy
Ridicand la patrat relatiile (2.1.36) si adunandu-le rezulta :
A=\/A12 +A3+2A,A5 08 (@) ) (2.138)

Relatia (2.1.35) aratd ca oscilatia rezultanta este tot o oscilatie armonica, cu aceeasi frecventa
cu frecventa oscilatiilor ce se compun. Amplitudinea oscilatiei rezultante (2.1.38) este dependentd de
diferenta de fazd AQ = @, - ¢, dintre cele doua oscilatii.

Se disting cazurile particulare :
1°. Daca A @ =2 n 7, n = 0,1,2,..., oscilatiile sunt in faza si amplitudinea oscilatiei rezultante
este maxima si egald cu suma amplitudinilor oscilatiilor componente:
A = A] + Az.
2°.Dacdi A@=2n+ 1) n=0,1,2,.., oscilatiile sunt in antifaza si amplitudinea oscilatiei
rezultante este minima :
A= I A] - A2 I
3% Daca A9=(2n+1)7m/2;n=0,1,2,.., oscilatiile sunt in cuadratura si rezulta:

_ a2, A2
A=A} +A}

Relatiile (2.1.37) si (2.1.38) pot fi obtinute si pe cale grafica folosind metoda fazoriali a lui Fresnel prin
reprezentarea amplitudinilor oscilatiilor componente prin vectori inclinati fatd de axa Ox cu unghiuri
egale cu fazele initiale ale oscilatiilor si compunerea lor dupa regula paralelogramului (fig. 2.1.6 a) sau
a poligonului (fig. 2.1.6 b).

Generalizare. in cazul compunerii a n oscilatii paralele de aceeasi pulsatie, amplitudinea si
faza oscilatiilor rezultante sunt date de relatiile :

2 2
n n
A= [ZAi'COS(PiJ +[2Ai sin(piJ

i=1 i=1
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si tg =11

Fig. 2.1.6

2.1.4.2. Compunerea a doui oscilatii paralele cu pulsatii putin diferite. Fenomenul de batai

Presupunem ca pulsatiile celor doua oscilatii sunt de forma :

®; =0-A®
(2.1.39)

0, =0+A0

unde A ® << ®, deci fiecare difera foarte putin fatd de valoarea o:

Wy~

Aw= 5 (2.1.40)
o; +

o= % (2.1.41)

Presupunénd oscilatii de aceeasi amplitudine A, si faze initiale @, si @,, elongatiile celor doua
oscilatii vor fi de forma:
X; =Agcos(@t+9)
X2 = AO COS((th +(p2)

iar elongatia miscarii rezultante:

0, —0® - 0, +0 +
x=x1+x2=2A0co{ 22 1.t+(p2 (PlJcos( 1 2t+(p2 (Plj

2 2 2
sau, notand

P —¢ P+
Ap= 22 L 22 1

si tinand cont de relatiile (2.1.40) si (2.1.41):
X =2A( cos (A@. t+ A@). cos (®. t+¢) (2.142)

Dacd oscilatia rezultanta se exprima sub forma :
x = Acos(mt+Q)

rezulta ca amplitudinea acesteia este :
A =2A( cos(Aw. t+ A9)
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deci variaza periodic in timp si migcarea rezultantd nu este o oscilatie armonica ci apare ca o oscilatie
modulata atat in amplitudine cat si in frecventa de o alta oscilatie periodica (fig. 2.1.7). Succesiunea de
maxime si minime ale amplitudinii oscilatiei rezultate prin compunerea a doud oscilatii paralele cu

frecvente putin diferite poartd numele de fenomen de batdi.
Perioada T, de variatie a amplitudinii rezultante (perioada batdilor) se determina din conditia

ca amplitudinea sa fie maxima sau minima, deci pentru :
Ant+A@=nn

Aot+Ag)=1
[cos(Awt+ag)|=1= {Am.(t+Tb)+A(p=(n+1)7t

Scazand cele doua relatii se obtine :
T 2n
A @, -0

Perioada oscilatiilor, T, se determina din relatia :

2 4
® W) +0y
Ty

p J N — e e
R //ﬂ m\\\ ’/’n ﬂ\

D)

‘~_____;_, -
v

S2A¢ [T L1,|

Fig. 2.1.7

2.1.4.3. Compunerea oscilatiilor armonice perpendiculare cu pulsatii egale
Presupunem doua oscilatii perpendiculare descrise de ecuatiile :

x=A; cos (ot + @)
1 1
y=A, cos(0t+Q,) (2.1.43)
Traiectoria unui punct material supus simultan acestor oscilatii se obtine eliminand timpul din
cele doud ecuatii (2.1.43). Scriind cele doud ecuatii sub forma :

X . .
—— = COSML.cosQ; —sin®t.sin@;
1

Y= cosot. COSQ, —sSin®t.sin@,
2

rezultd prin eliminarea succesiva a lui cos @t §i sin ®t:

X . . .
—CcosP, — Lcos(pl =sinot (sm(pz.cos(pl —sinQ, .cos(pz)
Ap A

X . y . _ . .
—sin@, ———sin@; =cosmt (cos@P;.sin@, —cos@,.sin@,
Ag A
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Ridicénd ultimele relatii la patrat si adunandu-le se obtine :

2 2

X y X . y . .2

—COS ——COS +| —SsIn — —SIn =Sin — =
[Al P2 A, (Pl] [Al ?2 A, (le (@2 = 1)

X 2x .
=2+ cos(, —pp) =sin 2 (9, -0))  (2144)
A7 A5 Aify

A

\ﬁ
o+, -
Y

-

><V

yl
ol / of
QP S~
C,
N — >

Fig. 2.1.8

Traiectoria punctului material descrisd de ecuatia (2.1.44) reprezinta o elipsa de semiaxe A; si
Ay, cu centrul 1n originea sistemului de axe de coordonate xOy, Inscrisd intr-un dreptunghi de laturi
2A, 5i 2A, Forma elipsei depinde de defazajul AQ = ¢, - @, dintre cele doua oscilatii (fig. 2.1.8
a).

Cazuri particulare

1°.DaciA@=2n7; n=0,1,2,.. din (2.1.44) rezultd ecuatia:

care reprezintd doua drepte confundate situate in cadranele I si III (fig. 2.1.8 a). Oscilatia
rezultantd este polarizata liniar (diagonala MN a dreptunghiului in care este inscrisa elipsa)

si are amplitudinea
_ 2 2
A= \,Al +A3 .

2°.DacaA@=2n+1)7T; n=0,1,2,.. din (2.1.44) rezultd ecuatia unei drepte:

care reprezintd diagonala PQ din cadranele II si IV a dreptunghiului in care este Tnscrisa
elipsa. Oscilatia rezultanta este de asemenea polarizatd liniar si are amplitudinea

A=\A7 +A.
3% Daci A @ = (2n +1) g ,n=0,1,2,.. din (2.1.44) se obtine :
<2y’

+2 =1 (2.1.45)
AT A3
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care este ecuatia unei elipse cu centrul 1n originea O a sistemului de axe de coordonate, ale
carei axe coincid cu directiile de-a lungul cérora se produc oscilatiile (fig. 2.1.8 b). Valorile
diferentei de faza A ¢ dau sensul de parcurs al traiectoriei.

Astfel:
a) daca n este par (spre exemplu n=0):
X =Aj cos (Ot + @)

y=A, cos(ot + @ +§) =—A, sin(@t+ @)

si punctul material C, (fig. 2.1.8.b) se misca pe traiectorie in sens
invers trigonometric §i oscilatia este polarizata eliptic drept.

b) daca n este impar (spre exemplu n=1):
X =Aj cos (0t + @)

y=A, cos(ot + @ +3§):A2 sin(wt + ¢;)

si punctul material C, (fig. 2.1.8.b) se misca pe traiectorie in sens
trigonometric $i oscilatia este polarizata eliptic stiang.

2 + y2 :A2 deci elipsa devine un

Din relatia (2.1.45) daca A; = A, = A rezultd x
cerc inscris intr-un patrat de laturd 2A.

in concluzie, pentru A @ egal cu numir intreg de 7, elipsa degenereazi intr-o dreapt.
Dacda 0 <A @ < m se obtin elipse drepte (elipsa parcursd in sens invers trigonometric) si
dacd T <A@ <2 1 se obtin elipse stdngi (elipsa parcursa 1n sens trigonometric), conform

figurii 2.1.9.

Ag=0 0<A@<m/2 A@=m/2 T/2<AQ<T

elipse drepte

Agp=1t T<AQ<3T/2 A@=31/2 In/2<AQ<2Tm
elipse stangi
Fig. 2.1.9

2.1.4.4. Compunerea oscilatiilor perpendiculare de pulsatii oarecare

Cand cele doua semnale sinusoidale au pulsatii diferite ®; # @,, atunci traiectoria
punctului descrie o serie de curbe compuse din mai multe ramuri, numite figuri Lissajous.
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Figurile Lissajous pot fi inchise sau deschise dupd cum este sau nu este indeplinitd
conditia ca punctul ce oscileaza sa treacd printr-un acelasi punct P’(x,’, y,;’) dupd un acelasi
interval de timp T’, adica:

X; =%, = Alcos[(nl(t+k1T1)+(p1]= Alcosl(n](t+T')+(p1]
Y=Yy, = A, cos[mz(t+k2T2)+(p2J= A, cos[mz(t+T')+(p2]
Deci dupa intervalul de timp
T = kT = k,T,

valorile elongatiilor x si y se vor repeta, caci in acest interval de timp se efectueaza k; oscilatii
complete dupd axa Ox si k, oscilatii complete dupa axa Oy.
Rezulta conditiile:

2 2
T= —nkl = —nkz
@ @y
sau :
ok
0y ky

adica, pentru ca figurile Lissajous sa fie curbe Inchise trebuie ca raportul pulsatiilor celor doud
oscilatii sa fie un numar rational.

Y

Fig. 2.1.10

Aplicand cele doud oscilatii pe placile unui osciloscop catodic se observd pe ecranul
acestuia o figura stabild Inchisa numai atunci cand raportul dintre numarul punctelor de contact
ale figurii Lissajous cu o linie orizontald si una verticala care ar inchide figura este un numar
rational (exemple 1n fig. 2.1.10).

Daca raportul frecventelor este un numadr rational, traiectoria e stabild (fixd) dar
forma depinde si de Ag.

(O
Daca — ¢ Q atunci punctul descrie o curba care acopera treptat o arie.
)
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2.2. UNDE ELASTICE

2.2.1. Generalitati
Mediile continue sunt sisteme de particule legate (molecule, atomi, ioni), adica
particule care interactioneaza intre ele astfel incat daca una din particule oscileaza, vor oscila
dupd ea si particulele vecine. O miscare oscilatorie, imprimatd unui punct dintr-un mediu
elastic, se comunica progresiv si celorlalte puncte ale mediului. Punctul material ce a fost pus
in stare de vibratie devine un izvor (sursd) de oscilatii care se propaga in toate directiile din
spatiu. Propagarea din aproape in aproape a unei perturbatii in mediul elastic poartd numele
de unda elastica.
Mediile care determina anumite particularitati ale propagarii undelor pot fi clasificate
astfel:
- omogene sau neomogene;
- izotrope sau anizotrope;
- liniare sau neliniare;
- dispersive sau nedispersive;
- conservative sau disipative.
Un mediu este :
® omogen daca proprietatile fizice sunt aceleasi in orice punct, independent de
coordonate;
® anizotrop daca proprietatile fizice variaza in raport cu directia si izotrop dacéd nu
exista directii privilegiate pentru aceste proprietati;
e [iniar daca perturbatia globald provenita prin suprapunerea mai multor unde de
acelasi tip, descrise de functiile de unda y, y»,..., ,, este redata de o functie de unda:

n
y=2V;;
i=1

o dispersiv daca viteza de propagare a perturbatiei depinde de caracteristicile
mediului;

e disipativ dacd propagarea se face cu absorbtie de energie si conservativ daca
propagarea nu se face cu absorbtie de energie.

Un mediu este ideal daca este omogen, izotrop, liniar, nedispersiv si conservativ.

Undele elastice sunt generate in medii elastice de catre perturbatii mecanice care constau
intr-o deformare locald a mediului (intindere, comprimare, forfecare, incovoiere etc.) producand
variatia locald a diferitilor parametri caracteristici mediului, de exemplu pozitia unui punct
material din mediu, viteza acestuia, presiunea, densitatea etc., care vor fi functii atat de pozitie, cat
si de timp. Vom considera in continuare numai medii ideale, ale caror proprietati elastice sunt
caracterizate de doud constante elastice independente: modulul de elasticitate la tractiune
(modulul lui Young) E si modulul de lunecare (forfecare) G.

Locul geometric al punctelor din mediul elastic care oscileazd in fazd se numeste
suprafatd de undda. Suprafetele de unda pot fi de diferite forme (sferice, plane, cilindrice,
eliptice etc.), in functie de mediul de propagare si de forma izvorului de unde. Daca toate
particulele situate intr-un plan perpendicular pe directia de propagare a undei oscileaza
identic, unda se numeste pland.

Unele dintre marimile fizice caracteristice punctelor mediului sunt scalare, de exemplu
presiunea sau densitatea, altele sunt vectoriale, de exemplu deplasarea sau viteza, iar in mediile
anizotrope, unele marimi pot fi tensoriale. O méarime vectoriala caracteristicd propagarii unei unde

. . - - . . - . T . .
elastice oscileaza dupa o directie care formeaza un unghi 6 e {O, 2} cu directia de propagare a

undei.
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in particular, dacd ® = 0 undele se numesc longitudinale, iar daca 9=§ undele se

T N N <
numesc fransversale. Pentru 0¢e (O,zj unda se poate descompune intotdeauna fintr-o unda

longitudinald si o unda transversala.

O caracteristicad importantd a undelor elastice este deplasarea fiecdrui punct material al
mediului fata de pozitia lui de echilibru. Referindu-ne la aceasta marime, in cele ce urmeaza vom
vorbi despre unde longitudinale si despre unde transversale. in timp ce undele longitudinale se
propaga atat in fluide (lichide si gaze), cét si in solide, undele transversale nu se propaga decét in
solide si numai In anumite conditii la suprafata lichidelor.

Un caz particular de unde elastice il constituie undele sonore (sunete) care impresioneaza
urechea producand o senzatie auditiva. Aparitia acesteia presupune o duratd a excitatiei superioara
1a 0,06 s (altfel se produce senzatia de pocnet), o frecventa cuprinsa intre aproximativ 20 Hz si 16
kHz (limitele variaza).

Undele elastice cu frecvente mai mari de 16 kHz, neaudibile, sunt numite ultrasunete.
Datoritd lungimii de unda foarte redusa, efectele de difractie ale ultrasunetelor se manifestd numai
la dimensiuni foarte mici ale neomogenitatilor mediului, astfel incat orificii cu dimensiuni de
ordinul mm pot delimita fascicule directionale de ultrasunete. Coroborand acest efect cu
intensitatile apreciabile care se pot realiza, ultrasunetele prezintd numeroase aplicatii practice (§
2.2.10).

Infrasunetele sunt unde elastice cu frecvente mai mici de 20 Hz. Avand o absorbtie
extrem de redusd, se propagd pe distante de sute sau mii de km. Infrasunetele pot determina
vibratii ale postamentelor maginilor si ale cladirilor, cu efecte nedorite asupra stabilitatii i duratei
de serviciu. Infrasunetele sunt produse de diverse fenomene naturale: furtuni, mari meteoriti, valuri
marine, explozii vulcanice, microseisme, cutremure. Apar si ca efecte secundare in tehnica,
asemenea, surse fiind sisteme cu rotatii lente (compresoare, ventilatoare), poduri supuse la trafic
intens, vehicule cu viteze supersonice, explozii puternice.

2.2.2. Ecuatia undei plane monocromatice

Sa gasim legea de oscilatie a unui punct aflat pe directia de propagare a undei, la o
distantad oarecare de izvorul de oscilatie.

Fie punctul O (centrul de oscilatie) originea sistemului de coordonate, in care
oscileazd o particula. Aceste oscilatii se transmit mediului elastic pe directia Ox, oscilatiile
producandu-se perpendicular pe aceasta directie (fig. 2.2.1). Orice forma ar avea unda, pentru
ca fenomenul vibrator din O sd Inceapa si in punctul P, aflat la distanta x de O, trebuie sd

SR . X . e s ce g
treacd un interval de timp T=— (interval de defazare) necesar oscilatiei sa se transmitd din O
v

in P.
Elongatia particulei din O este de forma:
yo = Asin ot
Luand ca origine a timpului momentul in care punctul O a inceput sd oscileze,
particula din punctul P va incepe sé oscileze dupa timpul T, elongatia oscilatiei fiind :

. . . 2
y =Asin ®(t—7) = A ssin m[t—£)=A sin —n(t—ij
\% T v

sau y=Asin 27{% - %} 2.2.1)

unde
A=vT
este lungimea de unda, definita ca distanta parcursa de suprafata de unda in timp de o perioada .
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Fig. 2.2.1

Relatia (2.2.1) da legea de oscilatie a unui punct material situat pe directia de propagare a
undelor, la distanta arbitrara x de originea oscilatiilor si se numeste ecuatia undei plane.
Diferenta de fazd fata de oscilatiile din punctul O este :
27X
Ap=——=kx,
A

unde
2m
k=— (2.2.2)
A
este numarul de unda definit ca numarul de lungimi de unda cuprinse 1n distanta de 2 T metri.
Ecuatia (2.2.1) se scrie astfel :
y = Asin(ot —kx) 2.2.3)
Deoarece elongatia y depinde atat de pozitie cat si de timp, intereseaza legdtura dintre
cele doud variabile ale elongatiei. Folosind un calcul simplu, se poate ajunge la altd forma a
ecuatiei undei plane. Considerand axa Ox drept directie de propagare, se calculeazad derivatele de
ordinul al doilea ale elongatiei y in raport cu coordonata x si cu timpul :

P} 92 _
D - Aacos(@t—kx) = L =-Aw’sin(ot-kx)=-0’y
Jat at2
de unde rezulta
2
y= _La_y (2.2.4)
w? a2
si de asemenea
0 92
2Y = kAcos(ot—kx)= 22 =—Ak? sin(ot—kx) = —k > y
aX aXZ
de unde :
2
y= _%a_z 2.2.5)
k< ox

Egaland (2.2.4) cu (2.2.5) rezulta:
2 2 2 272
1ay_1ay:>ay_way

w?ot? kZox?  ot? k2 ox?

sau, tinand cont de (2.2.2) si de relatiile

o =2n/T
si

A=vT,
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2 2
9%y _ 297y
a? ax?
care este ecuatia diferentialdi de propagare a undelor plane. Relatia (2.2.3) este un caz particular
al solutiei ecuatiei cu derivate partiale (2.2.6).

(2.2.6)

2.2.3. Propagarea undelor longitudinale in solide

in continuare sa stabilim ecuatia de propagare a undei longitudinale plane in medii solide
si s gasim viteza undelor longitudinale in aceste medii.

Sa admitem ca de-a lungul unei directii oarecare se gasesc repartizate uniform particulele
care constituie mediul elastic. Daca o perturbatie atinge prima particuld, aceasta se va apropia de
particula vecind, producindu-se astfel o comprimare. In acest caz apar forte elastice, care tind si
readucad particulele la pozitia initiala. Datoritd acestui fapt, in locul in care a avut loc comprimarea
se produce o dilatare si asa mai departe. Rezulta, deci, cd propagarea undelor longitudinale se face
prin comprimari si dilatari (rarefieri) succesive.

a) Deformatiile in unda longitudinali in solide

Consideram cd undele longitudinale se propaga intr-o bard pe directia Ox. Fie € (x,t)
deformatia elastica relativa la momentul t din planul transversal P(x) care are pozitia de echilibru x
(fig. 2.2.2). Pentru a calcula aceasta deformatie relativa consideram, pe langa planul P(x), un plan
infinit apropiat Q(x+dx). Coordonatele x si x+dx reprezinta pozitiile de echilibru (de repaus) ale
particulelor din planul P respectiv Q astfel incat segmentul PQ = dx reprezintd grosimea
nedeformatd a stratului.

Sub actiunea undei la momentul t particulele din planul P(x) au elongatia E(x,t) si deci
sunt deplasate in planul P' care are coordonata x+&(x,t) iar particulele din planul Q (x+dx) se vor
deplasa in planul Q' de coordonatd x+dx+&(x+dx, t) deoarece elongatia particulelor din punctul
infinit vecin Q (x + dx) este :

E(x +dx, t) = &(x )+BE-’(X D 4

n prezenta
undei

Fig. 2.2.2 Fig. 2.2.3

Grosimea stratului initial (nedeformat) PQ = dx devine la momentul t egala cu :
P'Q'=PQ+QQ-PP'=dx +&§(x +dx,t) —&(x, t)
sau, tinand cont de (2.2.7) :

P'Q'= dx+£dx dx|1+— 9%
ox dax
Alungirea absoluta va fi
0=P'Q-PQ= %dx
ox

iar cea relativa
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PQ dx
adica:
e(x,t) = a—é (2.2.8)
ox

Deci, cunoscand elongatia & (x,t) din unda longitudinald, prin derivarea acesteia in raport
cu coordonata x obtinem deformatia elastica ale mediului .

Cealalta derivata partiald a elongatiei, n raport cu timpul, reprezinta viteza particulelor
din unda :

_98 _¢
bl (2.2.9)

b) Viteza undelor longitudinale in solide

Pentru a deduce viteza de propagare a undelor vom stabili mai Intdi ecuatia undelor.
Pentru aceasta vom considera un element de masd dm din solid (spre exemplu o bard), de lungime
dx si de volum dV (fig. 2.2.3) pentru care vom scrie ecuatia fundamentala a dinamicii, dF = dm . a,
unde acceleratia este

2
a=v= a—za
at
iar
drn=p0 SO dX,
po fiind densitatea in absenta undei:
9%t
dF =py Sy dx—> (2.2.10)
at?

Vom considera ca deformatiile elastice sunt mici si ca este valabild legea lui Hooke.

98

Cunoscand elongatiile &(x,t) din unda, prin derivare obtinem deformatiile relative €(x,t) =8_
X

(conform relatiei 2.2.8) iar de aici, aplicand legea lui Hooke obtinem tensiunea elastica (efortul
unitar):

G(X,t)=@=E€(X,t)=E§—E (2.2.11)

0
unde F(x,t) este forta deformatoare iar E — modulul lui Young.
in prezenta undei stratul considerat va fi supus unei forte suplimentare si deplasat la un
moment ulterior Intre coordonatele x + E(x,t) si x+dx + & (x + dx, t). Dacd pe sectiunea de la
coordonata x actioneaza forta F, = o(x,t) Sy iar pe cea de la coordonata x+dx forta Fy,4x =
o(x+dx,t) S, forta rezultanta va fi:

d
dF =o(x +dx, S ~0(x,1)S( = a—de.SO
X
unde tensiunea 6(x +dx,t) s-a dezvoltat in serie Taylor cu limitare la primii termeni:
d
o(x+dx,t)=0o(x,t)+ %2 dx
ox
Conform legii fundamentale a dinamicii (2.2.10) rezulta:
do 2%t
dF=—dxSy =dma=p,Sydx —=
9y 00 Po>0 o2
de unde se obtine:
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do 9%
— =, -2 2.2.12
5% Po 2 ( )
Dar din (2.2.11) rezulta :
2
ox dx 2

si (2.2.12) devine :

2 2 2 2
Ea—szpoa—fz%:i% (2.2.13)
ox ot ot Po ox

Relatia (2.2.13) reprezinta ecuatia undelor longitudinale in solide, care se scrie si sub forma :

2 2
9% _ 2078 (2.2.13")
a2 x>
unde
E_.2
Po

are dimensiunea unei viteze la patrat. Rezulta astfel viteza undelor longitudinale in solide :

Vg = \/% (formula lui Newton) 2.2.14)

2.2.4. Propagarea undelor longitudinale in fluide

Fie un cilindru de fluid cu sectiunea S in directia de propagare a undei longitudinale (de
exemplu o unda sonord), analog barei din paragraful precedent (fig. 2.2.4). Presupunem cé S nu se
schimba 1n prezenta undei deoarece fluidul este inchis intr-un tub rigid. Consideram ca p, este
densitatea fluidului in absenta undei si p densitatea actuala (variabild).

dm dm

p(x,t) p(x+dx,t)

Po S

X x+dx x+& x+dx+E+ a—E"dx
X

Fig.2.2.4
Elementul de masa dm de fluid este :

dm=p Sdx= pS(dx +g—fdxj

de unde rezulta

variatia relativa a densitatii fiind :
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Ap_P=Po _ 9%
Po Po Jx

.. A . TS
Pentru undele obisnuite l << 1 (ne restrangem doar la aproximatia liniard).
Po
Variatiile de densitate dau nastere la variatii corespunzatoare de presiune. Astfel, in
absenta undei p, = p(p,) iar in prezenta undei p= p(p) si:

P) 1( a2
Ap=p—po=[a—gj (p—po)+5[a—§] (P—pg)> +.
) P o

sau

Ap= [a_pj Ap
ap o

Deoarece oscilatiile sonore se efectueaza foarte repede si conductivitatea termica a
fluidelor este mica (fatd de cea a solidelor), cdldura nu are timp sa treaca de la un element al
mediului la altul in timpul comprimarilor si rarefierilor si de aceea trebuie sa presupunem ca
propagarea sunetului este un proces adiabatic, adicd, in timpul propagérii sunetului nu se face
schimb de caldura intre diferitele portiuni ale mediului supuse comprimarilor si rarefierilor. Deci

P} P} d
Apz(_PJ Apz_[_P] 0, 25
ap ad ap ad X

si
2
dF=ap.S=—2P dxS=dm? >
inlocuind
op_ [(ap) %
— — — dm=p, Sd
ox ap]adpoaxz B A=ho S
rezulta:
2 2 2 2
posdxa E":de(a—pj Oa S5 2 978
at? 9P )q ~9x> ot x>
de unde

_ [fop
Vie = [apJad

Viteza undelor in fluide v, se poate exprima cu ajutorul modulului de compresibilitate

K definit de relatia:
K=—vIP
aV
Tinand cont ca
p=m/V

se poate exprima :

dp _9pdp _9dp|_ m

oV dpaV dpl vy?

si astfel K devine:
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deci pentru un proces adiabatic

dp
Kaa = p[%}
ad

Viteza undelor longitudinale in fluide va fi:
Kad
p
in cazul propagirii undelor longitudinale in gaze ideale K4 se calculeazi folosind ecuatia

lui Poisson pentru transformarea adiabaticd, pVY = const. (unde 7y este exponentul adiabatic), care
prin logaritmare si diferentiere devine:

Vie =

d dv
Inp+7yInV=const. = —p+y—:0
p v
de unde :

dp p
il Y L
[avjad YV ad =VP

si astfel, pentru un gaz cu masa molard |l si temperatura absoluta T:

p RT
Vg = ’Y—: ’Y_
p n

sau, 1n functie de temperatura 0 (in °C):
Vg =V J1+o0

unde v este viteza undelor in conditii normale de presiune si temperaturd iar a este coeficientul

de dilatatie a gazelor.

2.2.5. Propagarea undelor transversale in solide

O unda elasticd transversald se obtine, in anumite conditii, numai in medii solide.
Consideram cd undele transversale se propaga intr-o bara elasticd. Forta rezultantd asupra
elementului de masa dm din bara (fig. 2.2.5) este transversald pe directia de propagare, fiind data
de diferenta tensiunilor elastice tangentiale,

dt=1(x +dx, ) —T(x, ) = T(x, 1) +@dx —1(x, 1),
X
datoritd alunecarii straturilor (forfecarii):
oT(x, t 9
dF = r(x,t)+de—r(x, t) dS=—dedS (2.2.15)
ox ox

Dar, conform legii lui Hooke pentru deformatia de forfecare, tensiunea tangentiala este
proportionald cu deformatia unghiulara 7, constanta de proportionalitate fiind modulul de torsiune
(forfecare) G :

an

1=Gy=G.— (2.2.16)
ox
unde s-a Inlocuit unghiul ¥ 1n radiani in functie de deformatia transversala a stratului, 1:
Y=1gy= an .
dx
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1’] A
ds
T T(x+dx,t)
n+dnn . an
>:( x-ll-dx > x
Fig.2.2.5

Astfel, tindnd cont de (2.2.16), expresia fortei rezultante (2.2.15) devine :

2
dF=G 2 4x.ds

ox2
si egaland dF cu :
azn azn
dF=dm —=pdxdS——
a2 a2
rezulta :
9’ _G 9’ (2.2.17)
a2 P ax2 -

care reprezintd ecuatia de propagare a undelor transversale in bard si care se mai scrie sub
forma:

Pa_ 2o
a2 ax?
unde :
V= 9 (2.2.18)
p

F Fig. 2.2.6

Deoarece G < E, viteza undelor transversale este mai mica decidt cea a undelor
longitudinale pentru acelasi mediu solid (G = 0,4 E pentru metale si rezultd ca v, = 0,62.v,).

Inegalitatea se pastreaza si in cazul propagarii undelor in medii nemarginite (de exemplu scoarta
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terestrd) si aceasta deosebire sensibild in vitezele de propagare ale celor doua tipuri de unde este
folosita in seismologie pentru determinarea pozitiei epicentrului cutremurelor (fig. 2.2.6). La
suprafata pdmantului intai soseste unda longitudinald “¢” care apare ca o vibratie (trepidatie) a

podelei apoi, dupd un anumit timp (de ordinul secundelor), soseste unda transversala “t” care
apare ca o vibratie sau oscilatie orizontald (legénare).

2.2.6. Ecuatia coardei vibrante

Vom considera o coarda elastica (un fir a carui sectiune este micd pentru ca rezistenta lui
la incovoiere sa fie foarte redusd, fixat la capete si supus unei tensiuni), agezatd in starea
neperturbatd, dar tensionatd, de-a lungul axei Ox; astfel problema va fi tratatd in cazul simplu
unidimensional.

Un element de coarda de lungime dx este scos din pozitia de echilibru de catre o forta
dirijata pe directia Oy, perpendicular pe axa Ox (fig. 2.2.7).

X X+dx X

Fig. 2.2.7

Atunci centrul de masa al acestui element este deplasat cu M fatd de pozitia de echilibru.
Lasat liber, elementul de coardd va reveni spre pozitia de echilibru, executdnd oscilatii
transversale, deci deplasarea 1 depinde de timp. Dar perturbatia acestui element din coardd se
propaga de-a lungul lui x, antrenand si restul corzii; rezulta de aici can =1 (x, t).

Asupra elementului considerat actioneaza fortele F, care fac unghiurile o0 i a+d o cu
axa Ox. Miscarea corzii efectudndu-se in planul xOy, se proiecteazd fortele pe aceste axe.
Componenta pe axa Ox a celor doud forte este :

F, =F[cos(a+da)—cosa ] (2.2.19)

Dupa dezvoltarea 1n serie a functiei cosinus tinand seama ca unghiurile o0 si o+ do au
valori foarte mici, se obtine :
F,=0
Rezultatul era de asteptat, Intrucat coarda, actionatd initial de o fortd pe directia Oy, nu se
deplaseaza si pe directia Ox.
Componenta pe directia Oy este:

Fy, =F [ sin (ot +d &) — sin o] (2.2.20)
si inlocuind
ne-eee( 3]
SinQl = tgol=| —
dx
X
si
sin(a+da)= 8_11 = a_n +i. 8_11 dx +....
X X ox |\ dx
x+dx X X
rezulta din (2.2.20):
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821]
ax?2

Daca se exprima forta Fy in functie de tensiunea tangentiald T si aria A a sectiunii corzii se

F, =F

y dx (2.2.21)

obtine:

2
Fyera Tz]dx
Jx

Pe de alta parte, forta Fy produce miscarea accelerata a elementului de coarda :

si din cele doud expresii ale fortei Fy obtinem ecuatia undei transversale unidimensionale in

coardi:
2 2
om_1 9™ (2.2.22)
dx?2 Vt2 at2
cu notatia :
—=v? (22.23)
p
unde
Vo= (2.2.24)
p

este viteza de propagare a undelor transversale prin coardd.
Daca 1n relatia (2.2.21) nu se inlocuieste tensiunea F din coarda, se obtine din egalitatea
componentelor Fy :

2 2
dm 8_11 = F. dx. 9™
at? Ix2
de unde rezulta
F F
Vt R
dm)
&)
sau
v, = F (2.2.24%)
0

dm e . .
unde u=d— este masa unitatii de lungime a coardei.
X

2.2.7. Ecuatia undelor intr-un mediu ideal

2.2.7.1. Ecuatia diferentiala a undelor
Ne propunem sa gasim o ecuatie de propagare a undelor in urmatoarele conditii:
- mediul este ideal adica omogen, izotrop, liniar, nedispersiv si conservativ;
- izvorul de unde produce mici oscilatii (perturbatii) in jurul pozitiei de echilibru.
Indiferent de natura perturbatiei, sau de caracterul matematic al marimii perturbate
exprimatd prin functia de unda y (notatd cu & 1in cazul undelor longitudinale si cu M in cazul
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celor transversale), care variazd in raport cu coordonatele spatiale si cu timpul, propagarea
perturbatiei se poate descrie cu o aceeasi teorie matematica. In consecinti, in acest paragraf, ne
vom ocupa numai de propagarea perturbatiei, fard a specifica natura acesteia. Mediul fiind ideal,
diversele unde se comporta la fel si deci ecuatia de propagare are aceeasi forma (2.2.3 — 2.2.6).
Generalizarea datelor experimentale conduce la postularea urmatorului tip de ecuatie diferentiald :

2 2 2 2
07y 97y o7y _ 107y (2.2.25)

dx? ay2 9z2 v? at?
in care v este o constantd cu dimensiunile unei viteze, a carei valoare depinde de caracteristicile
mediului si ale undei.

Utilizand operatorul laplacean A (relatia A.1.33, anexa Al), ecuatia undelor capata forma
condensata :

1 azw
AYy=— —— (2.2.26)
V2 t2
sau, notand cu
2
O = A—%a—z (2.2.27)
ve ot
operatorul lui d’ Alembert, rezultd ecuatia:
O v=0 (2.2.28)

Ulterior se va vedea cd, Tn medii ideale, pentru diferite tipuri particulare de unde elastice
sau electromagnetice, prin analiza propagarii perturbatiei date, se obtin ecuatii de forma (2.2.25),
care permit totodata si stabilirea dependentei vitezei v de proprietdtile mediului.

2.2.7.2. Unda plani
Ne propunem sd integram ecuatia diferentiald (2.2.25) in cazul in care functia Wy are
aceeasi valoare 1n oricare punct al unui plan (y, z). Atunci :
82\|1 1 32 7
ax% v% at?
in teoria ecuatiilor cu derivate partiale se aratd ci o solutie generald a ecuatiei (2.2.29)

este o functie arbitrard care depinde de x si t numai prin intermediul unei combinatii liniare §i
omogene a acestor variabile. Astfel, solutia generala este :

(2.2.29)

w:f(i—tj+g(§+t] (2.2.30)
A\ \'
sau
w:F[t—3j+G(t+3j (2.2.30)
A \'

in care f si g sau F si G sunt doud functii arbitrare. Solutia f (i— t) din (2.2.30) reprezintd unda
v

progresivd, care se propaga de la sursa S a undei (fig. 2.2.8) spre punctul de observatie. Intr-
adevar, pentru acele valori ale variabilelor x §i t care satisfac relatia :

X
——t =const. (2.2.31)
v
functia W are o aceeasi valoare. In particular, la momentul t = 0, in punctul x = X, notam
X . .. I .
f (—OJ =f,. La momentele ulterioare, t > 0, valoarea f;, a functiei va fi regésitd numai in acele
v

puncte care satisfac conditia (2.2.31):
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X X0
——t= ——= const.
v \%

(-

deci pentru puncte a caror coordonatda este X > Xo.

sau

VA \Y
—

Fig. 2.2.8

De aici rezulta urmatoarele :
1° perturbatia se propagd de la sursd in sensul pozitiv al axei Ox, ceea ce justifica
denumirea de undda progresiva;
X—X

2° raportul reprezintd timpul necesar ca unda sa strabatd distanta x — Xq §i, prin

urmare,
3° constanta v reprezinta viteza de propagare a perturbatiei. In acest paragraf se va preciza
semnificatia vitezei v ca vitezd de faza.

. X . - . .
Solutia g [—+ tj din (2.2.30) reprezintd unda regresiva; un rationament analog cu acela
v

facut mai sus aratd cd pentru valori crescitoare ale timpului, coordonata x trebuie sd scada, o
anumita valoare a functiei propagandu-se de la punctul de observatie spre sursa, in sensul negativ
al axei Ox.

Cazul cel mai des intdlnit In practicd fiind acela al undelor progresive, din expresia

. . . . L o[ x A . . ..

(2.2.30) vom retine numai solutia particulara f [——tj. In ceea ce priveste forma acestei functii,
v

ne limitam deocamdata la unda armonicd. Daca perturbatia din sursa variaza cu timpul ca un

oscilator armonic si dacd mediul este ideal, atunci functia care verificd ecuatia (2.2.29) si care
reprezintd unda armonicd pland, poate fi de forma:

X
f.=A cos{m[;—tj+(po} (2.2.32)
sau, dacd se porneste de la expresia (2.2.30’):
X
f.=A co{w(t—;)+(po} (2.2.33)

in care A, Wsi @, sunt constante. De asemenea, solutia :
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£y = Asin{ w(i—t)+(po} (2.2.34)
v

reprezintd o undd armonicd pland. Dupd cum se stie, orice combinatie liniard a solutiilor
particulare este o solutie a ecuatiei diferentiale liniare (2.2.29). Luand suma:

y=f,+if
se obtine functia :
i{m(x—tjﬂpo}
y=Ae v (2.2.35)
sau
i[ (x)(t—i j+(p0}
v=Ae v (2.2.36)

care reprezintd unda armonicd pland; pentru comoditatea calculelor preferdim forma (2.2.35) sau
(2.2.36), in locul formulelor (2.2.32) si (2.2.34), care modeleaza fenomenele reale.

Marimile caracteristice undei armonice plane sunt:

1°. Faza undei, definitd ca argumentul cosinusului din expresia (2.2.32), este o functie de
cele doua variabile, x i t:

P(x,0) = w[%—tj + 9 (2.2.37)

2°. Faza initiald @, , care, aga cum arata numele, este :
9o = ¢(0,0) (2.2.38)
3°. Suprafata de undd, sau suprafata echifazd, este suprafata pe care faza are aceeasi

valoare la un moment dat. Evident, datorita faptului ca de la inceput s-a pus conditia ca functia y
sd nu depinda de y si z, suprafata de unda a undei armonice plane nu poate fi decat un plan,

perpendicular pe directia Ox. Notam cu TX versorul directiei de deplasare a planelor echifaza, iar

cu x distanta de la un plan origine la planul care contine punctul de observatie.
4°. Viteza de faza, prin care se intelege viteza cu care se deplaseaza suprafata de unda pe
directia normalei la suprafata de unda.
Fie o suprafatd de unda caracterizatd de o anumita valoare a fazei (2.2.37),
¢ (x, t) = const.
Diferentiind aceasta expresie se obtine :
_dx
dt

de unde rezultd semnificatia constantei v ca vitezd de faza. Se observa cd planele echifaza se
deplaseaza in sensul valorilor crescétoare ale lui x.

5°. Frecventa unghiulard @ , sau pulsatia, marime constantd care exprimd viteza de
variatie a fazei :

v (2.2.39)

0
w=-22 (2.2.40)
ot
6°. Vectorul de undd k , al carui modul este definit astfel :
L (2.2.41)
ox v

deci k este numdrul de undd (2.2.2). intrucat versorul IX este normal la planele echifazd, vectorul

1 (2.2.42)

are aceeasi directie si acelasi sens cu directia si sensul de propagare a suprafetelor de unda.
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7°. Intensitatea undei luatd prin definitie ca produsul dintre expresia complex conjugati
y* a functiei y si functia Tnsasi :

I=vy*y (2.2.43)
sau, tinnd seama de expresia (2.2.35) :
[=A2 (2.2.44)
8°. Amplitudinea undei poate fi obtinuta din relatiile (2.2.43) si (2.2.44):
A= (yHyl/2 (2.2.45)

Aceastd marime reprezintd valoarea maxima a functiei din (2.2.32) si (2.2.34).

Marimile 7° si 8° definite mai sus sunt constante in cazul undei armonice plane, care se
propaga intr-un mediu ideal. Daca insd mediul nu este ideal, sau forma suprafetei de unda nu este
un plan, aceste marimi nu mai rdman constante.

Utilizand expresia vectorului de unda (2.2.42), functia de unda data de (2.2.36) se scrie :

y=Ae (OTkx+90) (2.2.46)

iar partea ei reala este :
Re y=Acos(wt—kx+¢g)

Observam ca o unda armonica plana reprezintd un concept idealizat, deoarece nici o sursa
reald nu poate fi uniform distribuiti intr-un plan si deci infinita. In subparagraful urmitor se arati
n ce caz o unda sferica poate fi aproximata printr-o unda plana.

Daca trecem la un sistem de coordonate carteziene (X, y, z), orientate arbitrar fata de care
directia de propagare are cosinusurile directoare cos o, cos P si cos 7, intrucit :

r=xcosc + ycosP + z cosy
si
kr=xkcosa + yk cosp + zk cosy

observand ca

k.cosa= ky; kcosB=ky ; kcosy = k,,
obtinem relatia precedenta ca un produs scalar :

K.F= xk, +yky +zk,.

Atunci solutia ecuatiei (2.2.25), in cazul unei unde armonice plane este :

i(0t-k.F+,)

Y (X,y,z,t) = Ae (2.2.47)

2.2.7.3. Unda sferica.

Vom cauta solutia ecuatiei undelor produse de o sursa punctiformd situata intr-un mediu
ideal; 1n acest caz suprafetele de unda sunt sfere, iar unda se numeste sferica. Datorita simetriei
sferice este comod sd se exprime functia Y si operatorul laplacean (A.1.38) in coordonatele sferice
(r, 0, @), a caror legatura cu coordonatele carteziene (fig. 2.2 9) este:

X =1.5in6.cos@
y = 1.5in6.sin@ (2.2.48)
z =r.c0s0

ecuatia undelor (2.2.26) scriindu-se explicit:
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2
1V o4
vZ 9¢2

2
L{i[rza_\"}+;.i[sinea—wJ+ ! a_\p =
2|orl 9r ) sin6 00 sin20 9¢?

Se observa insd, ca luand originea O 1In sursd (r = 0), functia de unda nu mai depinde de variabilele

0 si ¢ , trecerea de la o sferd la alta ficindu-se numai prin varierea lui r sau t. Astfel, ecuatia
(2.2.49) se reduce la :

2
Lz,i[rz a_WJ _ Lz.a_‘“ (2.2.50)

Deoarece:

ecuatia (2.2.50) devine :
2 2
9 Sy = IV Y 2.251)
r ve o at
Notand r y = u se obtine o ecuatie formal identicd cu (2.2.29),
2%u 1 2%

arz v 9¢?

a cdrei solutie este de forma (2.2.30°) :

u=F[t—£)+G(t+£j , re (0,0)
A\ A%

y=1 {F(t—£)+G(t+£] } (2.2.53)
T \'% A\

semnificatia functiilor F si G fiind aceeasi ca In subparagraful precedent.
Limitandu-ne la o unda armonica progresivd, solutia (2.2.53) se scrie:

. T
i o t— [+ -
\|!=ée[ ( v) %Léei(m—k.rﬂpo)
T T

(2.2.52)

de unde:

Vectorii T si k sunt coliniari in fiecare punct, deoarece originea este in sursd. Notdnd amplitudinea
undei sferice A /= ( (1), se constati ci aceasta depinde de distanta dintre punctul M in care se
observa perturbatia produsa de unda si punctul O in care este plasatd sursa undei. Daca distanta r
este mult mai mare decit dimensiunile domeniului D din jurul punctului M (fig. 2.2.10) atunci
raportul 1/ r poate fi considerat constant, ceea ce conduce la o valoare constanti a amplitudinii (L.
Depinzand deci de raportul dintre distanta r si dimensiunile domeniului de observatie, o unda
sferica poate fi aproximata printr-una plana.

Fig. 2.2.10

41



2.2.8. Interferenta undelor elastice. Unde stationare

Fenomenul de suprapunere a doua sau mai multe unde intr-un punct al unui mediu elastic
se numeste interferentd. Pentru studiul acestui fenomen se utilizeazd metoda compunerii micilor
oscilatii, care constd in faptul ca miscarea punctului material 1n care are loc interferenta este data
de rezultanta miscarilor de micd amplitudine impuse acestui punct de fiecare unda in parte
(principiul independentei actiunii fortelor).

Pentru ca doud unde se interfere trebuie sd fie coerente adica diferenta de fazd sa se
mentind constanta in timp si sa aiba aceeasi frecventa.

Consideram doua unde elastice coerente care provin de la doud surse coerente aflate la
distantele x; si x, de punctul P din mediul elastic (fig. 2.2.11).

Presupunem cé elongatiile celor doud unde sunt pe aceeasi directie §i cd au aceeasi
amplitudine (A ) si pulsatie:

P
t X I X1
=A_cos2m| ———
S
t Xo X2
=A_cos2w| ———=
Y27 %0 (T xj
S
2 ” A Fig. 2.2.11

Din compunerea actiunii undelor rezulta:

2n( t X t X 2t X t X
y=y1+y2=2AOCOS—E(———1——+—2J.COS—R(———1+———2J

2{T A T A 2{T A T A
Xny —X Xy +X
y=2A,cosT S N L
A T 2
y =Acos (%t—q}oJ (2.2.54)
unde
T(Xy —X
A=2A, cos % (2.2.55)
X +X X +X
i =op L "2 g 71772
; % 2 A

sunt amplitudinea si respectiv faza initiala a miscarii oscilatorii rezultante.

Din (2.2.55) rezulta ca amplitudinea miscarii rezultante este functie de diferenta de drum
AX = X, — X, dintre cele doud unde.

Amplitudinea rezultantd va avea valoarea maxima cand:

27X

X XH —X
COST 2 1

A

=%l => & =2n§ 2Ax=x2—x1=2n%

si va avea valoarea minimd cand:
X, — X Xy —X T A
cosn—2—1=0= 12 _"L1-(n+1)Z = Ax=x,-x;=Cn+D=
A A 2 2
Punctele cu amplitudine maxima se numesc ventre si le corespunde o diferentd de drum

< < Ao - L .
egald cu un numar par de 5 in timp ce punctele de amplitudine minima se numesc noduri si le
. < < <. A
corespunde o diferentd de drum egala cu un numar impar de 3
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Fenomenul de interferenta este frumos ilustrat de undele de suprafata care se formeaza pe
apa la aruncarea simultana a doua pietricele, la o anumita distanta intre ele.

Un caz interesant de interferentd se obtine prin suprapunerea undei incidente cu unda
reflectatd pe aceeasi directie. Cele doud unde au aceeasi frecventa (la reflexie nu se modifica
frecventa) si diferenta de fazd (de drum) raméane constantd in timp deci sunt coerente.

Presupunem ca reflexia se face pe un mediu cu densitate mai mare decat a celui in care
are loc propagarea. Notdm cu Ox directia undei incidente si cu AB suprafata reflectanta, situata la
distanta ¢ de sursa de unde (fig. 2.2.12 a).

Izvorul de oscilatii O oscileaza dupa legea :

t
Yo =A, cos 27‘5;

In punctul M, situat la distanta x de izvor, oscilatia este de forma:

t X
=A_cos2m| ———
Y17 %0 (T xj

Oscilatiile ajungind in N se reflecta si ajungand in M au elongatia :

Yo =A, COS|:27'C(%— 2[}:){)_@}

unde @ este intarzierea de faza produsa in urma reflexiei; pentru simplificare s-a considerat aceeasi
amplitudine a undei reflectate cu a undei incidente, desi amplitudinea scade in urma reflexiei
deoarece o parte din energia undei se pierde prin transmisie. Se observa ca diferenta de drum
dintre cele doua unde nu depinde de timp ci numai de pozitia punctului considerat.

A2 M4

Fig. 2.2.12
Oscilatia rezultanta in M are ecuatia :

Y=y +y,=24A, cos[2n£;X +§]cos {27{%—%}—%}

sau

. Lo . t x .o . ..
si are drept caracteristica separarea fazei 2 TE[? - xj =(wt—kx) de la unda incidenta progresiva

y) intr-un factor sinusoidal spatial si unul sinusoidal temporal.
Amplitudinea migcarii este:

A=2A0 cos ZTEE_—X+9
A 2

si nu depinde de timp.
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Fiecare particula oscileaza armonic, conform factorului temporal

A) o2

E;Lx +§j, spre deosebire de unda progresivd (plana, neatenuata) in care

l
cos {27{% - —j - 2} dar cu amplitudinea A variabila de la punct la punct, conform factorului

spatial cos (2 T

particulele oscileazd cu aceeasi amplitudine.
Cum punctul fix N are amplitudinea nula (A = 0), punind x = ¢ 1n expresia precedentd

pentru A, rezultd @ = 7 si astfel:

A=2A,cos|2nl X4 X (2.2.56)
A 2
Pentru a obtine pozitia ventrelor se pune conditia:

X+£j=il =
2

A =maxim = cos [27:

/—x
A

o T A
=271 +—=2n— = X =/—-2n-1)—, n=1,273,.
2 2 M, n= (@D

Pentru n=1 = XM= l —% deci primul ventru se afla la A/4 in stAnga punctului N (fig. 2.2.12b).

Pentru noduri se pune conditia:

A=0= cos| 271l 2+ |20
r 2

Z_X+£=(2n+l)£ = g_ng = xmnzf—n&, n=0,1,2,3..
A 2 2 A 2 ’ 2

Primul nod se obtine pentru n = 0, adica x mo= £, deci in punctul N.

27

Asadar, ca urmare a interferentei undei incidente cu unda reflectatd ia nastere o noud
unda, formata din ventre si noduri, numitd undd stationarad.

2.2.9. Marimi energetice
Intensitatea undei elastice (numitd si densitate de suprafatd a fluxului energetic @)
definita prin :

I = @ __d (d—wj (2.2.57)

dA, dA | dt
exprima transferul de energie in procesul de propagare a undei prin aria dA, normald la directia de
transfer a energiei W. Energia transferata de unda care se propaga cu viteza v, in timpul dt, normal
prin aria dA, este uniform distribuita Tn volumul paralelipipedului cu sectiunea dA, si Tndltimea
v.dt, fiind deci proportionala cu volumul acestuia (fig. 2.2.13):

dW~ dA,.v.dt

dA,

Fig. 2.2.13

44



Factorul de proportionalitate reprezintd energia din unitatea de volum, adica densitatea
volumica de energie, w. Astfel:
dW=w.dA .v.dt

si din (2.2.57) rezulta:
I=w.v (2.2.58)
Viteza de faza fiind un vector i intensitatea undei elastice poate fi definita ca vector,
indicand sensul transferului de energie :

I=wv (2.2.58")
Un element de volum dV, cu masa dm, din mediul elastic strabatut de unda, executa o
oscilatie si in consecinta are o energie suplimentara :

dw =ldm.v2 =ldm.<‘,(2) 02
2 2
sau, 1n functie de densitatea mediului p :
dw =% F,(z) w? p dV

unde &, reprezintd amplitudinea, iar ® frecventa unghiulard. Raportand la unitatea de volum dV se
obtine densitatea de energie w :

w =i—:/v= % g2w?p (2.2.59)
Introducand w in (2.2.58) rezulta pentru intensitatea undei:
I= % g2 w?pv (2.2.60)
sau, 1n functie de frecventa:
1=2n2820%p v (2.2.61)

2.2.10. Ultraacustica

1. Generarea ultrasunetelor
umane (16 KHz), ajungand pana la frecvente de ordinul 10 GHz (10" Hz).

Ultrasunetele se obtin fie cu ajutorul unor cristale piezoelectrice care manifesta
fenomenul de electrostrictiune adicd de contractie sau dilatare sub actiunea unui camp electric, fie
cu ajutorul unor corpuri feromagnetice care manifestd fenomenul de magnetostrictiune,
deformandu-se sub actiunea unui cAmp magnetic.

a) In primul caz prin aplicarea unei tensiuni alternative, materialul vibreazi, putind
genera in acest mod unde acustice in mediul inconjurator. Astfel de cristale piezoelectrice sunt :
cuartul, turmalina, titanatul de bariu, sarea Seignette etc, insa cel mai folosit este cuartul deoarece
prezinta stabilitate termica si o relatie liniara intre tensiunea aplicatd si deformatie.

Din cuart se taie o placuta (lama) cu o anumitd orientare fatd de axele cristalografice.
Grosimea lamei, ¢, se alege astfel incdt sa vibreze in rezonantd cu campul electric alternativ
aplicat prin intermediul unui condensator. Conditia de maxim sau de formare a undelor stationare
este ca grosimea lamei sa fie numar intreg de semilungimi de unda:

/=n & —n—V
2 2v

unde v este viteza de propagare a undelor longitudinale (ultrasunetelor), datd de relatia (2.2.14).
Rezulta astfel frecventa ultrasunetelor generate:

v, = E—nu
n 20 \p 1
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unde E este modulul de elasticitate Young, p densitatea cuartului iar v; (n=1) este frecventa
fundamentala (fig. 2.2.14). Avand in vedere valorile pentru E si p la cuart rezulta:

Vg =%§5(kHz), unde < ¢ >=mm

Aceeasi lama se poate folosi si ca receptor de ultrasunete datoritd efectului invers: intrand
in vibratie de rezonanta sub actiunea undei ultrasonore, lama se polarizeaza alternativ, adica pe
fetele sale apar sarcini electrice alternative.

14 cristal

Fig2.2.14

b) in al doilea caz se poate realiza un generator de ultrasunete dintr-o bard cu proprietti
magnetostrictive, introdusa intr-o bobind alimentatd de la o sursd de curent alternativ §i care, sub
influenta cadmpului magnetic alternativ creat de bobind, se dilatd §i se contractd periodic, deci
capetele barei oscileaza si aceste oscilatii sunt transmise mediului sub forma de ultrasunete.

2. Aplicatii ale ultrasunetelor
Aplicatiile ultrasunetelor (u.s.) pot fi active si pasive.

In cazul aplicatiilor active u.s. schimba atét structura cat si proprietitile mediului supus
actiunii lor. Aceste aplicatii se bazeazd pe un transfer de energie de la unda ultrasonord la
substanta care suferd transformari structurale. Astfel, ultrasunetele sunt folosite pentru degazarea si
omogenizarea topiturilor, prelucrarea materialelor solide (slefuire, tdiere, perforare), schimbarea
structurii metalelor, lipirea §i cositorirea ultrasonicd, curdtarea suprafetelor metalice sau
Tmbunatdtirea depunerilor electrochimice. De asemenea ultrasunetele pot distruge suspensii (de
exemplu separarea si depunerea picdturilor de apa din ceatd) sau pot produce emulsiondri de
substante nemiscibile. Dacd transferul de energie se realizeaza la nivel molecular, ultrasunetele pot
initia reactii chimice sau provoca scindarea unor molecule.

Aplicatiile pasive servesc numai la obtinerea de informatii referitoare la calitatea sau la
dimensiunile corpului examinat, u.s. nemodificind structura si proprietétile corpului. Aceste
aplicatii se bazeaza pe absorbtia diferentiala a ultrasunetelor n diverse medii (mai puternica in
gaze) astfel Incat variatia intensitdtii unui fascicul la trecerea printr-o substantd poate da indicatii
asupra existentei eventualelor neomogenitati. Aceasta este baza procedeului experimental denumit
defectoscopie ultrasonora, procedeu care evidentiaza defectele (goluri, fisuri) din piesele solide.
De asemenea, se pot masura grosimi de piese care nu prezintd decét o fatd accesibila sau distante
dintre doud puncte. Hidrolocatia ultrasonora constd in reflexia ultrasunetelor de catre o suprafata
solida dintr-un mediu lichid, cu receptarea ulterioara a ecoului si este utilizatd pentru detectarea si
pozitionarea unor obiecte situate In apa (submarine, bancuri de pesti, forme ale reliefului submarin
etc); acelasi principiu std la baza ecografiei folosite in investigatiile medicale. Proprietatea
ultrasunetelor de a se propaga cu usurintd prin medii solide si de a se reflecta atunci cand ajung la
suprafata de separare a doua straturi de compozitii diferite a fost folosita pentru a pune la punct o
metoda de prospectiune geologica.

46



PROBLEME PROPUSE LA CAPITOLUL 2

2.1. Sa se arate cd miscarea rectilinie definitd de ecuatia x =5-2cos>t (cm) este o

miscare oscilatorie armonicd. De asemenea sd se determine centrul de oscilatie (punctul fatd de
care au loc oscilatiile), perioada, amplitudinea si acceleratia miscarii.
R: X -4 =-cos2t=cos 2t+7m); T = 1 (s); A=1 cm; v =2sin2t; a=4cos2t

2.2. Sa se determine elementele migcarii oscilatorii armonice definita de ecuatia x = 1 +
c0s 9,42 t + sin 9,42 t (cm).

R:x:1+ﬁsin[9,42t+§j

2.3. Prin compunerea a doud oscilatii armonice de aceeasi directie si de aceeasi frecventa
se obtine o oscilatie rezultanta cu amplitudinea de 9 cm. Una din oscilatii este descrisa de ecuatia
x;=5.5in40t cm, iar cealaltad are amplitudinea de 7 cm. Sa se determine ecuatia celei de-a doua
oscilatii i a migcarii oscilatorii rezultante.

Se dau: arccos 0,1=1,47 rad=0,468 si arctg 1,22=0,89 rad=0,282x.
R: x,=7sin(40t+0,4687); x=9sin(40t+0,2827)

2.4. Oscilatia rezultata prin superpozitia a doud oscilatii armonice cu aceeasi amplitudine
este data de ecuatia x = a. cos2,1t. cos50t (unde t este dat In secunde). Sa se determine pulsatiile
oscilatiilor componente si perioada batailor.

R: o =52,1rads’ si @,=479rads”; Ty=1,5s

2.5. Ecuatile de miscare la care este supus un punct sunt
t . t e A < 1. .. . <
x=10 cos ZTEg ; y=10 sin ZTtg oscilatiile efectudndu-se dupa directii perpendiculare. Sa se afle:

a) ecuatia traiectoriei punctului;
b) viteza punctului si sensul deplasarii punctului pe traiectorie.
R:a)x’+ y2 =100 (cerc derazir=10cm);b)v=4Tcm.s" sens trigonometric.

2.6. Aflati ecuatia traiectoriei mobilului supus simultan oscilatiilor perpendiculare:
a)x=2sinwt; y=cosm(t+0,5);
b)x = 2coswt; y=3sin0,5 wt.

R: a) y= —% x (dreaptd); b) y2 =%(2—x) (parabola).

2.7. O masa m = 150g, suspendata la capatul unui resort de constanta elasticd k = 50N/m,
efectueaza oscilatii verticale amortizate. Stiind ca dupd n = 15 oscilatii, amplitudinea oscilatiilor
scade de e=2,71 ori, sa se afle: a) decrementul logaritmic al amortizarii; b) perioada oscilatiilor
amortizate si coeficientul de amortizare [3.

2
R:a) & = - In (Ay/A,) = 1/15: b) T=2n1/2. 1+ (i =0,344s ;P = 3 =0,1945"
n k 21 T

2.8. O particuld este scoasa din pozitia de echilibru cu o distantd A, si apoi lasata libera.

Ce spatiu parcurge particula in timpul oscilatiilor pand la oprirea sa completd daca decrementul
logaritmic al amortizarii este & ?
3

l+e 2
S

l-e 2

R: S=A0
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2.9. Amplitudinea oscilatiilor fortate ale unui oscilator asupra caruia actioneaza o forta
exterioara periodica, variaza cu pulsatia acesteia insa are valori egale pentru doua pulsatii ®; si ;.
Sa se determine pulsatia @, pentru care amplitudinea prezintd un maxim (numitd §i pulsatie de
rezonanta a elongatiilor).

0)12+03%

2

2.10. Un corp cu masa m=10 g efectueaza oscilatii cu coeficientul de amortizare p=1,6 s™.
Corpul este actionat de o fortd periodica externd care 1i produce oscilatii fortate a caror ecuatie este
x= 5 cos(10 mt — 5/47) cm. Sa se gaseasca ecuatia fortei periodice exterioare.

R: F=0,05+2 cos 107t (N)

R: o=

2.11. Doui surse de oscilatii S; si S, emit unde cu amplitudinile A; = 2 mm si
respectiv A, = 5 mm. Frecventa undelor emise este v = 160 Hz iar viteza lor de propagare in aer
este c =320 m.s™. Si se afle ecuatia de oscilatie a unui punct situat la distanta x; = 6,5 m de prima

- 32 . - . <A <
sursa si X, = ? m de a doua sursa, daca sursele oscileaza in faza.

R: y=6,8 sin (320mt—1,19) (m)
2.12. Extremitatea unei coarde elastice oscileazad dupa legea
y = 0,02 sin 10 7t (m).

a) Aflati frecventa si perioada oscilatiilor extremitatii.

b) Calculati lungimea de unda a undelor ce se propaga in lungul coardei daca viteza lor de
propagare este ¢ = 0,4 m.s™.

c) Ce diferenta de faza corespunde oscilatiilor a doud puncte de pe coarda aflate la distanta
Ax =5 cm unul de celalalt ?

d) Care este legea de oscilatie a unui punct situat la distanta x; = 1,2 m de extremitate? Se
va presupune coarda infinita ?

e) Ce viteza are punctul situat la distanta x; dupd o optime de perioada, socotit din
momentul in care a inceput sa oscileze ?

R:a)v=5Hz;T=02s;b) A=8 cm; c)A(pzkAx=%;

d) y; = 0,02 sin 10%(t — 3) (m); ) v; = Awcos ot;= 0,4 m.s’!
2.13. O unda longitudinala are frecventa v = 1000 Hz. Unda se propaga intr-un mediu de
densitate p = 7,85-10% kg.m™ si al carui modul de elasticitate este E = 2,12-10" N.m™. Si se afle:
a) pulsatia undei si lungimea ei de unda;
b) energia maximd de oscilatie a unitatii de volum a mediului, dacad amplitudinea
oscilatiilor este A = 1 mm.
R: a)® = 2000mrads ™ ; A = %\/% =52m; byW= 2imv2 = %pAZ ®? =154.10° J

max
v

2.14. La distanta 1=4m de un perete reflectitor plan vertical se afla o sursd de unde plane
de amplitudine A;=1,2 mm. La distanta L de perete se afld un receptor ce primegte atit undele
provenite direct de la sursa ct si undele reflectate cu amplitudinea A, =0,15 mm. S& se determine

primele trei frecvente ale sursei pentru care in receptor se produc minime de oscilatie in urma
interferentei celor doud unde precum si amplitudinea minima. Viteza sunetului in aer se considera
¢=340 m/s.
c
R:v, =n—; v, =425Hzv, =2v; =85Hz;v4 =3v,; =1275Hz; A A=A, =005 mm
21

min —
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CAPITOLUL 3

ELECTRICITATE SI MAGNETISM

Experimental se constatd existenta unor interactiuni de altd naturd decat cele
gravitationale, care nu pot fi reduse la aspecte strict mecanice. Acestea au primit numele de
interactiuni electromagnetice, iar campul prin care se transmit, cdmp electromagnetic. Se observa
cd In anumite cazuri particulare efectele electrice sunt independente de cele magnetice, campul
electric si cAmpul magnetic manifestandu-se ca entitati distincte, nelegate intre ele.

Analiza campului electromagnetic si a fenomenelor conexe necesitd introducerea unor
marimi de stare adecvate (primitive i derivate). Macroscopic se definesc doud marimi primitive
care descriu campul electromagnetic (intensitatea cdmpului electric in vid si inductia magnetica in
vid) si patru marimi primitive caracteristice starii electromagnetice a corpurilor (sarcina electrica,
momentul electric, intensitatea curentului electric, momentul magnetic).

Pentru studiul electromagnetismului este comoda distinctia urmadtoarelor trei cazuri,
determinate de conditii diferite:

- regimul static, cand nu exista efecte termice si toate marimile X sunt

invariante in timp (0 X/9t=0);
- regimul stationar, cind marimile sunt invariante in timp;
- regimul variabil, cand nu exista nici o conditie restrictiva.

3.1. ELECTROSTATICA

Electrostatica se refera la interactiunile dintre sarcinile electrice in repaus si poate fi
studiatd separat de magnetostaticd, care se referd la curentii stationari; in ambele cazuri, marimile
fizice nu depind de timp.

3.1.1. Sarcina electrica

Sarcina electricd, notatd q sau Q, reprezintd o marime primitiva, ireductibild la alte
marimi $i care este evidentiatd de interactiunile care se exercita intre corpurile Incércate electric
(corpuri electrizate), interactiuni care sunt de alt gen decat cele cunoscute din mecanica. Faptul ca
fortele dintre corpurile electrizate pot fi de atractie sau de repulsie, indica existenta a doud tipuri de
sarcini electrice, numite conventional pozitive si negative. De asemenea experimental se pune in
evidenta proprietatea de aditivitate a sarcinii electrice.

Un corp poate fi electrizat prin diverse procedee, cum ar fi: frecarea, incalzirea, iradierea
cu radiatii ionizante, iradierea cu unde electromagnetice cu lungime de unda mica, contactul cu alt
corp electrizat, influenta exercitata de alt corp electrizat.

Un corp electrizat cu dimensiuni neglijabile fatd de distantele la care se gésesc corpurile
cu care interactioneaza poate fi considerat punctiform, iar sarcina sa este o sarcind punctiformad.

Starea de Incdrcare a corpurilor nepunctiforme, poate fi descrisa prin marimea derivata p,
numita densitatea volumica de sarcina electrica si definita prin relatia :

d
p=-4 G.1.1)
dv
unde dq reprezinta sarcina electricd elementara din volumul elementar d ¥V . Evident, in cazul unei
repartitii omogene a sarcinii electrice q, p poate fi calculat prin raportarea la un volum finit U :

q
=— 3.1
P=9 ( )

Pentru cazul, frecvent intdlnit in practica, al distributiei sarcinii electrice numai pe
suprafata corpului se introduce notiunea de densitate superficiald de sarcind, G:
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dq
o= — 3.1.2
i ( )

dq reprezentand sarcina electrica de pe suprafata elementari dA. In cazul unei repartitii uniforme a
sarcinii electrice q pe o suprafatd, ¢ poate fi calculat prin raportarea la o suprafata finita A:

q )
c=— 3.1.2
A ( )
Analog se poate defini o densitate liniara de sarcind, \:
dq
A=—0 3.13
i/ (3.1.3)

d ¢ fiind elementul de lungime pe care este repartizatd sarcina elementara dq.

O sarcina electrica generatd Intr-un punct al unui corp nu se mentine in acel punct ci se
raspandeste in jur astfel incat densitatea volumica de sarcind se micsoreaza in timp (sarcina se
relaxeaza). Scaderea densitatii volumice de sarcind, -dp, depinde de valoarea lui p la un moment
dat si de intervalul de timp dt:

—dp=kpdt
unde inversul constantei k reprezinta timpul de relaxare T (T = 1/k). Prin integrarea relatiei de mai
sus (lat=0, p = py) se obtine:
t
j o
Po P
Din punct de vedere al mobilitatii sarcinilor electrice In corpuri, acestea pot fi clasificate in
doua categorii:
- corpuri conducatoare (conductori), in care sarcinile electrice se deplaseaza usor (timp de
relaxare T=0 deci p=0 si sarcina este imprastiata instantaneu) si
- corpuri neconducatoare (izolatoare) sau dielectrici, in care mobilitatea sarcinilor electrice
este foarte redusa (timp de relaxare foarte mare T—oo deci p=p, §i sarcina se conserva un
timp Indelungat).

1t -
=——Jdt =p=pge T
Ty

3.1.2. Campul electric. Intensitatea campului electric in vid

Existenta interactiunilor intre corpuri electrizate, in repaus, fard contact intre ele,
presupune existenta unui cimp prin care se transmit interactiunile, numit cimp electric
(electrostatic). Caracteristicile acestuia pot fi evidentiate prin actiunile sale ponderomotoare si
anume fortele pe care le exercitd asupra unui corp Incarcat.

Evident, intensitatea campului electric in vid este o marime primitiva, deoarece a fost
introdusd in mod experimental, fara a fi dedusa din alte mérimi si fard a se reduce la alte marimi.
Pe baza experientelor lui Cavendish, Coulomb a aratat ca forta electrostaticd dintre doua sarcini
punctiforme 1n repaus, q $i qq, situate 1n vid la distanta r una fata de cealalta (fig. 3.1.1 a) este data
de expresia:

q49p
2

F= (3.1.4)

- | =

47‘580 r

care reprezintéd legea lui Coulomb si in care T este vectorul de pozitie al sarcinii qo fata de q (fig.
3.1.1.b) iar marimea €, este constanta interactiunilor electrostatice in vid sau permitivitatea
electricd a vidului a carei valoare este & = 8,854 . 107> F/m (sau 1/4ng, =9 . 10° m/F).

Se spune cd sarcina q creeaza in jurul ei un cdmp electric ce actioneazd asupra unei alte
sarcini qo (de proba) cu forta (3.1.4). Deoarece forta electrostaticd este proportionald cu sarcina, se
introduce marimea E (F), numitd intensitatea cdmpului electric sau camp electric si definita prin

forta ce actioneaza asupra unitdtii de sarcina:
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E(f=t-_ 4 . L (3.15)
do 4mepr- T
r T F
O———O —sH—»
q Jo q Qo
a b
Fig. 3.1.1.

Campul electric creat de un sistem de sarcini discrete q, qa, ...,q, Intr-un punct M In care
este plasata sarcina de proba q,, avand vectorii de pozitie ?1 ?2,...,Fn fata de punctele 1n care se

afla sarcinile respective, este

|t

- s di
= > - (3.1.6)

deci egal cu suma vectoriala a cAmpurilor electrice generate de fiecare sarcina in parte (principiul
superpozitiei campurilor electrice):

=

o]l

- n _ -
Ey = XE;, unde E,=- (3.1.6)
i=1 0

In cazul unei distributii continue de sarcina (intr-un volum 1/, pe o suprafatd S sau de-a
lungul unei curbe C), pentru calculul campului electric se realizeazd o impartire in elemente
diferentiale de volum, de suprafata sau de linie (fig. 3.1.2) pe care le putem considera ca sarcini
punctiforme dq (date de relatiile 3.1.1 — 3.1.3) care produc la distanta r campuri electrice
elementare

e}

dE (7) =d—q2 (.1.7)

= | =

dnegr
campul electric total fiind dat de superpozitia acestor cimpuri electrice elementare:

1 prd? ordS Ardl

E(f)= ] +[] + [ (3.1.77)
dngglyg s P o
T dE dq @ dS dql d¢
dE
dgq=p.dV dg=0.dS (©)

Fig. 3.1.2

3.1.3. Fluxul electric. Legea lui Gauss in vid.

Campul electric poate fi reprezentat cu ajutorul liniilor de cdmp care sunt simple curbe
ale caror tangente, in orice punct, coincid cu directia vectorului cdmp electric in acel punct.
Totalitatea liniilor de camp electric ce trec normal printr-o suprafata constituie fluxul electric ®

care se defineste ca produsul scalar dintre vectorul camp electric E si vectorul suprafatd orientata
S=S.n, care are sensul normalei pozitive la acea suprafata avand versorul n (fig. 3.1.3):
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®=E.S=E.iiS=EScos8=ES (3.1.8)

in cazul in care campul electric este neuniform (E # const.) se defineste mai intai un flux

electric elementar prin elementul de suprafata dS care este considerata practic pland iar vectorul
camp electric ce strabate aceastd suprafata este constant,

dP=E.dS (3.1.9)
si apoi, prin integrare, se determina fluxul total prin suprafata S:
®=[[E.dS= [[E.dS.cos6 (3.1.10)
S S

Fig. 3.1.3

Legea lui Gauss reprezinta o relatie simpla dintre fluxul electric care strabate o suprafata
tnchisd si sarcina electricd (sursa) care il produce.

Se considera 1n vid suprafata inchisd S (fig.3.1.4) in interiorul céreia se afld o sarcind
electrica Q, intr-un punct oarecare P. Cu centrul in P se construieste o sferd de raza r. Se observa
ca toate liniile de camp ce pleacad de la sarcina Q vor strabate atdt suprafata S, a sferei cét si
suprafata S. Prin urmare, fluxul electric prin S este egal cu fluxul electric prin Sy si pe baza relatiei
(3.1.10) se poate scrie :

~Q ghas,=—2 gas,=— 2

(I) :(I) =
S,4mey T 4Jt£0r S, 4n£0r

()

S, (3.1.11)
si cum

se poate scrie:

(3.1.12)

Fig. 3.14

Rezultatul obtinut nu depinde de raza sferei folosite 1n rationament deoarece numdrul total al
liniilor de camp (fluxul electric) care trec prin suprafetele tuturor sferelor concentrice este
constant. Cu alte cuvinte, in afara punctului in care se afla sarcina nu pot sd apara sau sa se termine
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linii de camp. Sarcina Q este sursa campului electric. Rezultd cd fluxul electric care strabate
suprafata Inchisd S ce cuprinde sarcina Q este dat de relatia (3.1.12).

in conformitate cu principiul superpozitiei, intensitatea rezultanti a unui cAmp generat de
mai multe sarcini Q; se obtine prin insumarea cAmpurilor generate de fiecare sarcina in parte si
deci, daca 1n interiorul suprafetei S exista mai multe sarcini Q;, se pot scrie relatiile:

{;}1?:. d§=§;} (E{.dS + E,.dS+..+E_.dS)

P=P; +Py +...+D =8L(Q1 +Q, +...+Qn)=& 3.1.13)
0

€0
Deoarece sarcina Q poate fi pozitiva sau negativa si fluxului @ i se asociaza un semn.
Prin conventie, sensul liniilor de camp este dat de sensul de miscare al unei sarcini electrice
pozitive lasate sd se miste liber In cAmpul respectiv. Liniile campului electrostatic sunt curbe
deschise care pleaca de la sarcina pozitiva si se opresc pe sarcina negativa (fig. 3.1.5 a, b, c).

N )

-

N .

a b c

Fig. 3.1.5

Din figurile 3.1.5. a, b si din relatia (3.1.10) se observa ca semnul fluxului depinde de
sensul liniilor de camp si deci, de semnul sarcinii electrice din interiorul suprafetei: o sarcind
pozitiva (Q > 0) creeaza un flux pozitiv, ® > 0 (fig. 3.1.6 a), iar o sarcind negativa (Q < 0) creeaza
un flux negativ prin S, ® <0 (fig. 3.1.6 b).

n
ds n ds
a b

Fig. 3.1.6

Cu alte cuvinte, fluxul elementar d® prin suprafata elementara deschisa dS (fig. 3.1.6)

este pozitiv dacd sensul liniilor de cAmp este acelasi cu al vectorului dS (care are sensul normalei
exterioare la suprafatd, de versor n) si negativ daca sensul liniilor de cAmp este contrar sensului

vectorului dS .

Pentru a determina fluxul electric printr-o suprafata S, creat de o sarcina Q situatd intr-un
punct P exterior (fig. 3.1.7), se construieste un con elementar cu varful in P, care decupeazd pe
suprafata S doud elemente de suprafatd dS si dS’. Deoarece in interiorul lui S nu sunt sarcini
electrice, rezulta ca toate liniile de camp din P vor strabate atat dS cat si dS’ deci fluxul electric
prin dS este egal, In valoare absolutd, cu fluxul prin dS’. Dar fluxul d® este negativ, deoarece el
strabate suprafata dS in sens contrar normalei 1 si deci

de=-do’ ,
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sau
dd + dd =0 (3.1.14)

Fig. 3.1.7

Intreaga suprafata S se poate considera ca fiind alctuitd din perechi de elemente de suprafata dS si
dS’ construite ca 1n figura 3.1.7. Prin fiecare pereche de suprafete elementare fluxul rezultant
elementar este nul, in conformitate cu relatia (3.1.14). insumand toate aceste fluxuri elementare se
obtine:
®=§E.dS=0 (3.1.15)
S

adica fluxul total printr-o suprafata inchisa este nul daca sarcina care produce campul se afla in
exteriorul suprafetei.

Relatiile (3.1.12) si (3.1.15) exprima legea fluxului electric sau legea lui Gauss sub
forma integrala: “fluxul electric printr-o suprafata inchisa de forma arbitrara este numeric egal
cu 1/& inmultit cu suma algebrica Q a sarcinilor electrice aflate in interiorul suprafetei §i este
egal cu zero cdnd Q este exterior acestei suprafete”.

Daca sarcina Q este distribuita in spatiu intr-un volum 9V, conform (3.1.1) se poate scrie:

Q=[l[pdV
v

in conformitate cu teorema Green-Gauss-Ostrogradski (A.1.20) fluxul total @ prin
suprafata S ce delimiteaza volumul V, satisface relatia:

®=§E.dS =[[divE.dV
S v
Din cele doua relatii si din (3.1.12) rezulta:

- = ~ 1
HE.dS=[[[divE.dV=—{[[pdV
S v € v
de unde se obtine forma locala a legii lui Gauss:

divE=—- (3.1.16)
€9

3 Ep
div EQ > div E1
Fig. 3.1.8
Prin urmare, semnificatia fizica a divergentei campului electric este datda de densitatea
volumica a sarcinilor electrice. Divergenta este mai mare in punctele in care existd o densitate de

volum a sarcinilor electrice mai mare §i pornesc mai multe linii de camp din suprafata care inchide
sarcinile (fig. 3.1.8).
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Daci intr-un punct din spatiu p = 0, din acel punct nu pornesc linii de cimp si div E = 0.
Se spune in acest caz cd fluxul cimpului electric este conservativ iar cdmpul electric este
solenoidal (§ A.1.3). Daca 1n alt punct p # 0 (p > 0) atunci div E>0 si acest punct reprezintd o

sursa de camp electric.

3.1.4. Campul electric al unor distributii de sarcind

Pentru campuri electrice care prezintd simetrie, legea fluxului conduce la o metoda
comoda de calcul a intensitatii cAmpului electric. S presupunem ca existd o suprafatd inchisd 2.
pentru care, in orice punct, sunt satisfacute conditiile:

a) valoarea intensitatii campului electric este aceeasi §i

b) vectorul E este normal la suprafata.
Atunci fluxul cAmpului electric E prin suprafata inchisa > este:

®=fE dA=HE dA=E §dA=E.Y  (3.1.17)
x x x

relatie care, Impreund cu legea lui Gauss (3.1.12), permite calcularea intensitatii cAmpului electric
pentru unele distributii de sarcina.

1. Campul electric produs de o distributie sferica de sarcina

Sa considerdm in vid un corp sferic de raza R (fig.3.1.9), incarcat superficial cu
densitatea +0 constanta, astfel Incat sarcina electrica este :

Q=o0-4nR2

Simetria sfericd a distributiei sarcinii electrice implicd, in exteriorul corpului Incércat, o
simetrie radialda a cAmpului electric, redatd prin forma liniilor de cAmp din figura 3.1.9. Suprafata
> care satisface conditiile impuse anterior este evident o sferd (concentrica cu sfera incarcata) de
raza r (r > R) si atunci din (3.1.17) si (3.1.12) rezulta:

(3.1.18)

sau, vectorial,

= Q r ,
Eext = 5 ;= r (3.1.18%)
€ 4 r gyt

In interiorul sferei incarcate, oricum s-ar alege suprafata Y., aceasta nu include nici o
sarcina electrica ceea ce, conform (3.1.15), are drept consecintd un camp electric nul:

E; =0 (3.1.18")
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Analog, se poate arata, ca pentru orice distributie cu simetrie sferica a sarcinii electrice,
campul electric (in afara corpului Incarcat) este identic cu cAmpul produs de o sarcina punctiforma,
egala cu sarcina totald a corpului si plasatd in centrul acestuia.

2. Campul electric produs de un plan infinit incarcat

in cazul unei sarcini electrice distribuite cu densitatea superficiald constanti +G pe un
plan infinit aflat Tn vid considerente elementare de simetrie conduc la concluzia ca liniile de camp
electric sunt normale la planul incircat, paralele si echidistante (fig. 3.1.10). In aceastd situatie se
considera suprafata > de forma unui cilindru drept, cu bazele (de arie A) paralele cu planul
incarcat, astfel Incat fluxul prin suprafata laterald este nul. Atunci, notand cu Q sarcina electrica de

pe portiunea de arie A din planul incarcat, intersectatd de cilindrul %, in conformitate cu (3.1.17) si
(3.1.12) avem :

®=fE.dS= [| B.dS+ [[E.dS=-2
z Sbaze Slat €0
. Q _ oA
€0 2Spaza €024
adica
E=-2 (3.1.19)
2¢
+0 -0
E, E, E,
E_ E_
<—
E_
Fig. 3.1.10 Fig. 3.1.11

3. Campul electric creat de doud plane infinite incarcate
Consideram doud plane infinite incarcate cu densitatile superficiale de sarcind +6 si -G
(fig. 3.1.11). In spatiul dintre cele doud plane intensitatile (3.1.19) campurilor electrice create de

fiecare plan in parte se insumeazd, vectorii E  si E_ fiind orientati in acelasi sens:

9 9
Ejpy =2 TN (3.1.20)

iar in domeniul exterior E .., = 0.

3.1.5. Potentialul electric

Expresia (3.1.5) a campului electric creat de o sarcina punctiforma in vid se poate scrie si
sub forma:

E(f)=-—3 V(lj (3.121)

4me ) r
unde
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f=x.Ix+y.Iy+z.TZ; r|—\/x +y +722 V=—ix+—1 +—]Z

ox dy ¥ oz
2x.1 +2y.I +2z.1 =
s V@:V TS
r (X2+y2+12) (X2+y2+12) r
Notand
V()= (3.1217)

dmeyr
functia scalara numita potential electric (electrostatic), relatia (3.1.21) devine:
E(f)=— VV(f)e E(f)=— grad V(i)  (3.1.22)
sau
E=-— grad (V +const.) (3.1.22%)
deoarece gradientul unei constante este nul. Rezultd cd potentialul cadmpului electric poate fi
definit numai cu aproximatia unei constante aditive arbitrare.

Astfel, campul electric deriva dintr-un potential scalar; semnul minus aratd ca sensul
campului este contrar vectorului gradient de potential, deci o sarcind pozitivd se deplaseaza in
sensul descresterii potentialului.

Ca si In cazul intensitatii cdmpului electric, potentialul depinde de tipul distributiei de
sarcini. Pentru un sistem de sarcini discrete si sarcini distribuite continuu (pe un volum vV, pe o
suprafatd S si pe o curba I') potentialul este:

1 q; pdV .odS Ad/
T Dt Ll R
7580 i ri [} r S T (F) r
Din relatia (3.1.22) rezultd componentele intensitatii campului electric creat de sarcina q:

A% \Y%
E, :_B_V E = a EZ:—a— (3.1.23)
X y Ay y Jdz
iar produsul scalar dintre vectorul E si vectorul d? - elementul de contur pe o traiectorie oarecare
- este (fig. 3.1.12):

E.d/ = Ed/coso.=Edr=Edr=— (8\71 +—1y +— J(dx]x +dyl, +dz1,)
sau Ed/=-dV (3.1.24)
Integrand Intre doud puncte 1 si 2 se obtine:
2 2
JEdl =—[dV=V, -V, (3.1.25)
1 1

Fig. 3.1.12
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2
Prin definitie, circulatia vectorului cAmp electric intre doua puncte, jI:Z ds , reprezinta
1
tensiunea electrica ntre acele puncte. Deci Intr-un camp electric cu caracter potential (camp
electrostatic) tensiunea depinde numai de pozitia celor doua puncte :

2. .
U, =[Edl =V, -V, (3.1.26)
1
Daca sarcina electrica de proba qq se deplaseaza pe o curba inchisa I' vom avea (V| = V,):
V-V, =§Edl =0 = §Ed/=0 (3.1.27)
r r

care exprima forma integrald a teoremei circulatiei vectorului cimp electric (teorema
potentialului electrostatic): “circulatia vectorului cdmp electric pe o curba inchisa este egald cu
zero”. Daca se transforma integrala curbilinie intr-o integrala de suprafatd (teorema lui Stokes), se
obtine forma locali a teoremei potentialului electrostatic:

§Ed/ =][rotE.dS=0 = rotE=V xE=0 (3.1.28)

r S
deci cdmpul electric este irotational, fara vartejuri, avand linii de cAmp deschise. Cu alte cuvinte,
campul electric deriva dintr-un potential, fiind un camp conservativ.

Conventie. intr-un punct aflat la infinit, potentialul cAmpului electrostatic este egal cu

zero. Daca

V,=V_=0= V-V, =V, =[Edl,
1

deci potentialul electric Intr-un punct este egal cu circulatia vectorului camp electric din acel punct
la infinit.

Lucrul mecanic al fortelor campului electrostatic, care este un cdmp conservativ, pentru
deplasarea unui corp de sarcina pozitiva qq intre doud puncte este egal cu minus variatia energiei
potentiale intre acele puncte, conform relatiei (1.1.40):

L,=—AW=W, - W, (3.1.29)

Dar
2. 2.
L ,=[F.dl=q [E.dl=qq(V; - V,) (3.1.30)
1 1

Din cele doua relatii rezulta ca produsul q,.V masoara energia potentiald a sarcinii q, in
punctul de potential V. De aici rezulta semnificatia fizica a potentialului intr-un punct dat al
campului electric, ca fiind energia potentiald a sarcinii pozitive unitate plasata in acel punct.

Tinand cont de (3.1.26), din (3.1.29) si (3.1.30) se obtine:

-AW=q,.U, (3.1.31)

Din teorema lui Gauss pentru vid (3.1.16) si din definitia (3.1.22) rezulta :

VE= 2 ) 0
€, b = V(VV)=-V2v=_aAv=L"
_ €
E =—VV 0
sau AV =P (3.132)
8()

care reprezintd ecuatia lui Poisson si in care
’v %V a%v

2
VV=AV =
ax2 ay2 22

este laplaceanul potentialului V.
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Ecuatia Poisson este o ecuatie diferentiala cu derivate partiale pentru care teoria ecuatiilor
diferentiale da solutia :

Vo2 = —— [ 1
OV x—x) 2 (y-y) 2 +z-7)?
V(x,y,z) reprezintd potentialul campului electric Intr-un punct de coordonate (X, y, z),
produs de sarcina electrica cu distributia descrisd de p din volumul 1 (evident, regiunile lipsite de
sarcind, cu densitatea p = 0, nu aduc nici o contributie la rezultat).
in cazul campului produs de un corp punctiform, numitorul integralei devine distanta r de
la corp la punctul unde se calculeazd potentialul iar integrala, efectuata acum doar asupra
numardtorului, se reduce la sarcina q a corpului. Considerand nuld constanta (arbitrara) de
integrare se obtine chiar relatia (3.1.21°):

p dx' dy' dz'

/2

__4a
4dmer

si aplicind in aceasta egalitate operatorul gradient rezulta, conform (3.1.22), intensitatea cdmpului
electric.

Prin definitie (§ A.1.3 din anexa Al), suprafata echipotentiala este locul geometric al
punctelor in care potentialul are aceeasi valoare, adicd V (X,y,z)=const. Pentru o suprafata

echipotentiala relatia (3.1.24) devine:

Ed/ =0
ceea ce implicd ortogonalitatea vectorilor E si d?. Vectorul d/ fiind continut In suprafata
echipotentiala, rezultd ca liniile de camp electric (tangente la E) sunt normale la suprafetele
echipotentiale.

3.1.6. Dipolul electric

Dipolul electric este un ansamblu de doud sarcini egale si de semne contrare (+q, -q)
situate la o mica distantd ¢ 1intre ele. Dreapta ce uneste sarcinile se numeste axa dipolului.
Caracterizam dipolul prin momentul electric dipolar:

p=q.7 (3.1.33)

unde / este vectorul de pozitie al sarcinii pozitive fata de cea negativa (fig. 3.1.13).

P

+q / -q

Fig. 3.1.13
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3.1.6.1. Campul si potentialul electric creat de un dipol

Vom calcula campul si potentialul produs de un dipol, caracterizat de un moment electric
p (fig. 3.1.13) Intr-un punct P care are vectorul de pozitie T fatd de centrul dipolului O (situat in

originea sistemului de axe de coordonate) si vectorii de pozitie fl si f2 fatd de cele doua sarcini.

Se considera cd lungimea dipolului ¢ este mult mai mica decat distanta r la care se calculeazd
actiunea acestuia.

Potentialul in punctul curent P(X, y, z) este dat, aditiv, de potentialele create de sarcinile
punctiforme +q si —q, adica :

q q _ q(p-rp)

_47580 rl 47[80 r2 47[80 rl r2

Distanta ¢ dintre cele doua sarcini punctiforme fiind foarte mica, in comparatie cu r; si 1, , se
poate scrie, conform figurii 3.1.13:

11y :rz; r+r, = 2r

B Lo
L=T+—; G=r——
201
Ridicand la patrat ultimele doua relatii si scdzandu-le se obtine, neglijand termenii cu 02
) g 270
)~ =ty — )ty + 1) =214 > 1) — 1} =
1‘2 + rl

Inlocuind aceasta relatie in expresia de mai sus a potentialului si tindnd cont de aproximatiile
facute, rezulta:

qfl _  pi

V = =

dme 3 dme 3

unde s-a folosit definitia (3.1.33) pentru momentul electric dipolar.
Conform (3.1.22) intensitatea cAmpului electric este:

fo-v|—PC |1 {LV(I") i+ ?)V[LH (3.1.34)
47t£0r3 dmeg| 3 3
Dar:
2x.1, + 2y.1, +22.1 -
V[%J:V 1 /2 :_% L /222_3_5r
r ()(2+y2+zz)3 (Xz+y2+zz)5 r
si

V(B D)=V (py x+py y+p, 2)= Py Iy +py Iy +p, 1, = P
care 1nlocuite 1n (3.1.34) determind expresia intensitatii cimpului electric produs de un dipol:
. 3F(p T )
B = —— {—r ®D_ 1} (3.1.347)

4me o 3

. 1- - . - . . . 3 ~ A

Se observa din aceasta relatie cd E scade mult mai puternic cu distanta r (ca 1/r’), decét In cazul

. .. . 2 .. . g ~ . .

unei sarcini punctiforme (unde dependenta este 1/r°), deci influenta unui dipol in exterior este mai
slaba decét a unei sarcini punctiforme.

3.1.6.2. Dipolul electric aflat in cAmp electrostatic
Daca dipolul AB este situat intr-un camp electric uniform (E= const.) astfel incat
momentul dipolar formeazd unghiul o cu directia intensitatii cAmpului electric E (fig. 3.1.14),
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atunci asupra dipolului actioneaza cuplul de forte (+qE,—ql::) cu momentul fatd de centrul
dipolului:
C=F./sina=qE/ sin o = pEsina
sau vectorial,
C=pxE. (3.1.35)
Cuplul de forte tinde sa roteasca dipolul spre pozitia in care momentul sau dipolar devine
paralel cu intensitatea campului. In aceasta pozitie atdt momentul cuplului de forte cat si forta

electricd rezultanta sunt egale cu zero si dipolul va fi, deci intr-o stare de echilibru stabil, asa cum
vom vedea In paragraful urmator.

_ 5 B
-I:q ‘F ‘F+
BA i +q
Lo » E -q / //7"
- é A: y
- g \
-F q T / T
(0]
Fig. 3.1.14 Fig. 3.1.15

Daca dipolul se afla in camp electric neuniform ( E # const.) atunci fortele 3 '\ s F_care

actioneaza asupra sarcinilor dipolului nu mai sunt egale in modul si dipolul este actionat in acest
caz de rezultanta acestora (fig. 3.1.15):

F=F +F =q[E'@)-E®)
F=q [E(f +0) —E(f)] (3.1.36)
unde E'(F')este intensitatea caAmpului electric Tn punctul 1n care se afla sarcina electrica pozitiva

iar E(T) reprezintd intensitatea cAmpului electric in punctul in care se afli sarcina electrici
negativa.

Cum distanta ¢ dintre sarcinile electrice este mult mai micd decat distanta la care
intensitatea cAmpului electric E () variaza sensibil, se poate dezvolta in serie Taylor marimea
E(f+ /) cu limitare la primii termeni:

OE OE
— 4/ 2
Y ay oz
unde (/¢ v (, sunt proiectiile vectorului i pe axele de coordonate. Introducand aceasta relatie
n (3.1.36) si tinand cont de (3.1.33), se obtine:
F=q ({.V)E=(p.V)E

E(f+%)=ﬁ(f)+1zxg—E+z +ew= E(F)+(1.V)E
X

Folosind relatia (A.1.28) din anexa,
grad(A.ﬁ) =AxrotB+BxrotA + (A.V)E + (B.V)A s
pentru A =p si B=E si tindnd cont cd peste un vector constant ( rotp=0) si cd rot E=0
(conform teoremei 3.1.28), se poate scrie:
grad(p.E)=(p.V)E

deci expresia fortei rezultante ce actioneaza in cAmp electric neuniform asupra dipolului electric
devine:

61



F = grad (p.E) (3.1.37)
Astfel, In campuri neuniforme, asupra unui dipol electric se exercitd atat un cuplu de forte
cit si o fortd de translatie care tinde sa plaseze dipolul acolo unde cAmpul este mai intens.

3.1.6.3. Energia dipolului in camp electrostatic

Energia dipolului in camp electric uniform este egald cu suma energiilor celor doua
sarcini componente aflate in punctele A si B (fig. 3.1.14) de potentiale V, si Vp:
W =W, +Wp=qVg—qV,=q(Vg - V,) (3.1.38)

Dar
_ AV - Vg —Vj -
E=—gradV=-—1,=-—1, =-
g T , ¢
unde Ie‘ este versorul directiei axei dipolului. Aceasta relatie, proiectata pe axa dipolului, se scrie:
Vi -V
E.cosol = —BTAS V, - Vg = (.E.cosal

care inlocuita in (3.1.38) implica pentru energia unui dipol intr-un camp electric:
W =—q/.Ecoso. =—pEcosa=—p.E (3.1.39)

Daca o = 0, energia dipolului este minimd, W, = - p E, iar momentul cuplului este zero.
Aceasta Tnseamna ca dipolul se afld intr-o stare de echilibru stabil, deci cuplul de forte tinde sa
micsoreze unghiul o dintre axa dipolului si directia cAmpului electric. La o0 = 7, energia dipolului
devine maxima, W, = p E, iar momentul cuplului este zero. Evident, in aceasta pozitie, dipolul
se afla intr-o stare de echilibru instabil.

3.1.7. Conductori in camp electric

Asa cum s-a vazut In paragraful 3.1.1, corpurile conducdtoare (conductorii) se
caracterizeaza printr-o mare mobilitate a sarcinilor electrice (timp de relaxare foarte mic, T=0, deci
sarcina electrica se imprastie instantaneu).

in cazul conductorilor metalici existd doud tipuri de sarcini electrice, de semn contrar:
sarcini libere (electronii) si sarcini imobile (ionii pozitivi aflati In varfurile retelei cristaline). Daca
un conductor neutru din punct de vedere electric este introdus intr-un camp electric de intensitate

E, purtatorii de sarcina electrica din interiorul conductorului se deplaseaza spre suprafata acestuia

astfel: sarcinile electrice pozitive 1n sensul vectorului E iar sarcinile electrice negative in sens
opus (fig. 3.1.16).

E
—_—

- _ +
- E' +
- +

Fig. 3.1.16

Sarcinile electrice de semn contrar genereaza un cimp electric E' orientat in sens opus cimpului

electric exterior. Redistribuirea sarcinilor electrice In conductor continud pana cand se ajunge la un
echilibru electrostatic, adica:

=[] s E-F
In acest caz intensitatea campului electric din interiorul conductorului devine zero:
E,=E+ E'=0 (3.1.40)
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ceea ce inseamna ca potentialul electric In interiorul conductorului este constant, conform (3.1.22):
grad V; =0=V, =const.

In exteriorul conductorului liniile de cAmp devin perpendiculare pe suprafata
conductorului, deci cdmpul electric in exterior are numai componentd normala (daca ar avea si o
componenta tangentiald, sub actiunea acesteia sarcinile de pe suprafata conductorului s-ar deplasa
si nu ar mai exista echilibru electrostatic):

E=E,: E =0 (3.1.40")
Rezulta ca suprafata unui conductor aflat in camp electrostatic este echipotentiala.

Daca unui conductor i se transmite o sarcind electrica q, aceasta se distribuie pe suprafata
conductorului cu o densitate superficiald o, densitatea volumica p din interior fiind zero (de fapt
concluzia 3.1.18), deci se distribuie astfel incét sa fie indeplinite conditiile de echilibru (3.1.40) si
(3.1.40").

in concluzie, un conductor neutru din punct de vedere electric introdus in cAmp electric
conduce la intreruperea liniilor de cAmp exterior, fapt ce sta la baza ecrandrii electrostatice.

3.1.8. Dielectrici in camp electric. Polarizarea dielectricilor.

3.1.8.1. Tipuri de dielectrici si de polarizare

Dielectricii sunt substante caracterizate din punct de vedere al mobilitatii sarcinilor
electrice printr-un timp de relaxare infinit al sarcinilor. Dielectricii sunt compusi din molecule cu
sarcini pozitive si negative care sub actiunea unui camp electric, in functie de tipul acestora, se
deplaseaza microscopic in jurul pozitiei de echilibru astfel incat la capetele dielectricului apar
sarcini induse, fenomen care poartd numele de polarizarea dielectricului.

Polarizarea dielectricilor este legatd de proprietatile atomilor si moleculelor care
formeaza dielectricul respectiv. Se deosebesc doua tipuri de polarizare si anume polarizarea
elastica si polarizarea de orientare. Vom 1incerca sa intelegem aceste doud forme de polarizare
considerand cazul simplificat, cand interactiunea dintre molecule poate fi neglijatd (aceasta
presupunere este valabild, de fapt, numai in cazul unor medii rarefiate, cum sunt gazele).

1°. Polarizarea elasticid. Pentru o serie de substante, moleculele acestora nu poseda
moment de dipol electric, adicd moleculele constituente ale acestor substante sunt molecule
nepolare. Momentul de dipol al unei molecule este zero dacd centrul sarcinii electrice pozitive
coincide cu centrul sarcinii electrice negative. In grupa moleculelor nepolare intrd in primul rand
toate moleculele monoatomice (gazele inerte, vapori metalici) si moleculele poliatomice care
posedi o structurd chimica simetrica. In figura 3.1.17 se indica structura unor molecule nepolare.

Daca o molecula nepolard se afld intr-un camp electric de intensitate E, atunci centrul sarcinilor
electrice negative si al celor pozitive se deplaseaza in sensuri opuse si molecula capata un moment
electric de dipol

p=gqa (3.141)
unde a este distanta dintre centrele sarcinilor electrice negative si pozitive, datoratd actiunii

campului electric exterior.
Se pot distinge trei tipuri de polarizare elastica :
a)  polarizarea electronici — sub actiunea campului electric exterior centrul paturilor electronice se
deplaseaza fata de centrul nucleului;
b)  polarizarea ionicd — in cazul moleculelor formate din ioni (HCI, H,O etc), sub actiunea cimpului electric
exterior ionii negativi si pozitivi sufera deplasari in sensuri opuse;
¢)  polarizarea refelei — in cristalele ionice (exemplu : NaCl) este posibild, sub actiunea cdmpului electric
exterior, o deplasare a subretelei formata din ionii pozitivi, fatd de subreteaua formata din ionii negativi.
Datoritd separarii centrului sarcinilor pozitive din fiecare moleculd de centrul sarcinilor
negative in lungul liniilor de cAmp, la capetele dielectricului compus din molecule nepolare apar
sarcini induse, egale si de semn contrar (fig. 3.1.17); dielectricul se incarca cu electricitate pe
fetele laterale perpendiculare pe directia campului. Astfel de dielectrici se numesc dielectrici

nepolari sau diaelectrici.
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2°. Polarizarea de orientare. Polarizarea de orientare se observa in cazul substantelor,
ale caror molecule poseda un moment electric de dipol, in absenta cdmpului electric exterior.
Moleculele acestor substante se numesc molecule polare. Prezenta unui moment electric de dipol
P o €ste conditionatd de o anume asimetrie in structura moleculei. Aceasta asimetrie conduce la

faptul ca centrul sarcinilor negative, din moleculd, nu coincide cu centrul sarcinilor electrice
pozitive. Daca ¢ este distanta dintre centrele sarcinilor electrice negative si pozitive, molecula va
avea un moment electric de dipol constant

Py =9/ (3.1.42)

H H H Cl
— @ HCI

0 C 0 0
————* [y,
cl
H
BCl;
B
cl Cl
E=0 E#0
E#0 - .
—| & e

TFFFF

P
® %g_

1= @

Fig. 3.1.17 Fig. 3.1.18

In figura 3.1.18 se indici structura unor molecule polare; de exemplu, molecula de apa
este polara deoarece sarcina medie pozitiva este deplasata spre atomii de hidrogen iar sarcina
negativi spre atomii de oxigen. In substantele polare nu avem o polarizare macroscopica in
absenta campului electric exterior, deoarece momentele electrice de dipol se distribuie omogen 1n

spatiu. Daca 1nsa substanta polara se afla intr-un cAmp electric de intensitate E, atunci distributia
directiilor de orientare a momentelor electrice de dipol devine asimetricd, deoarece campul

exterior tinde sa orienteze momentele p o in sensul vectorului E , conform celor aratate in § 3.1.6

si apar astfel sarcini electrice superficiale (in camp electric neomogen apar si sarcini induse in
volumul dielectricului). Astfel de dielectrici se numesc dielectrici polari sau paraelectrici.

3.1.8.2. Vectorul polarizare electrica

Asa cum am vazut 1n subparagraful precedent, orice dielectric, neutru din punct de vedere
electric, introdus in cAmp electric exterior se polarizeaza. Starea electricd a unui corp polarizat
electric este caracterizatd printr-o mérime vectoriald p numitd momentul electric al corpului
(mdrime primitiva), care este univoc definit prin expresiile fortei F (3.137)si cuplului C (3.1.35)
exercitate de campul electric E , asupra corpului :

F=V (5-E)
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C=pxE
Momentul electric al corpului este dat de suma momentelor electrice dipolare ale celor N
molecule polare din care este constituit dielectricul:

— N —
p=2 bi
i=1
in absenta unui cimp electric exterior moleculele dielectricului sunt orientate la
Intdmplare si suma vectoriald a momentelor tuturor moleculelor va fi zero :

E=0 =p= E p; =0
i=1
in prezenta unui cmp electric exterior uniform, dipolii moleculari se vor roti si p#0.
Dacd momentul electric al unui element de volum d? este dp atunci corpul poate fi
caracterizat din punct de vedere macroscopic prin momentul electric al unitétii de volum
P= lim P-4

= (3.1.43)
AV—-0 AV dV
numit $i vector polarizare sau polarizatie electrica. Pentru un corp omogen de volum v :
5_D ,
P=— 3.1.43)
v (

Vectorul polarizare P are ca efect faptul ca in prezenta unui dielectric intensitatea
campului electric difera de intensitatea cAmpului electric creat de aceleasi sarcini in vid.

Consideram un mediu dielectric omogen de forma paralelipipedica, constituit din
molecule polare, plasat In vid. Sub actiunea unui cdmp electric omogen E moleculele se
orienteazd si pe fata de suprafatd S, perpendiculard la directia cdmpului, apare sarcina +q, iar pe
cealaltd —q,, uniform distribuite pe cele doua fete (fig. 3.1.19.a); sarcinile interioare isi echilibreaza
momentele electrice. Dacd dielectricul este asezat in camp astfel incat fetele paralelipipedului sunt
inclinate cu unghiul 0 fata de directia vectorului camp electric, de-a lungul normalei la fata pe care
apar sarcinile de polarizare existd numai componenta P = P.ii a vectorului polarizare p (fig.

3.1.19 b).

-Jp E . +qp
- +
_ = P———- +

P S
- | G D |+
— | G- D+

/

a b

Fig. 3.1.19

Densitatea superficiald a sarcinilor de polarizare este
9p
o, =— (3.1.44)
Ps
iar momentul electric al corpului dielectric are valoarea:
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!
cos®

pqu/i' unde ('=

¢ fiind distanta dintre cele doua fete, vectorul p fiind orientat in sensul lui E:

- - ‘= ! E
=q, {'=q, —1lg =q, —— — (3.1.45)
P=dp p cos® E p cos® E
Sarcinile interioare 1si echilibreazd momentele si de aceea nu apare densitate volumicad de sarcind
de polarizare céci, In caz contrar nu ar mai fi respectata conditia de omogenitate.
Polarizarea va fi :

)4
I—)_E I coso E_ Sp E
() St E cos® E

Inmultind relatia (3.1.46) cu versorul normalei pozitive la suprafata dielectricului se obtine
componenta vectorului polarizare pe directia normalei la fata dielectricului:
Op Ei_ Op E.cosé.
cos8 E cos® E p
Relatia (3.1.47) evidentiazd aparitia sarcinilor de polarizare pe suprafetele de
discontinuitate care nu sunt paralele cu vectorul polarizatie electrica. Astfel:
®G, > 0 dacd 6 € [0, 7/2), deci pe fata pozitiva;
® 6, = 0 dacd © = /2 deci pe suprafata paraleld cu campul;
. ® G, < Odaca 6 e (w2, ], deci pe fata negativa.
In cazul dielectricilor neomogeni sau al campurilor exterioare neuniforme, la vectorul
polarizare contribuie si sarcinile de polarizare de densitate volumica p, (momentele electrice din
interiorul dielectricului nu se mai echilibreaza) si se poate arata in acest caz cd

P = VP

(3.1.46)

P, =P.ii=

(3.1.47)

3.1.9. Capacitatea electrica. Condensatori

Proprietatea corpurilor de a Tnmagazina sarcini electrice se numeste capacitate electrica.
Daca se mareste treptat sarcina electricd a unui conductor izolat, potentialul conductorului creste
proportional cu sarcina acumulata pe conductori, astfel incat raportul dintre sarcina q si potentialul
V, in orice stare de echilibru a conductorului, raiméne constant. Raportul

o4
A%
se numeste capacitatea electrica a conductorului. Valoarea capacitatii nu depinde de sarcind si
potential ci de forma si dimensiunile conductorului (de geometrie).
Unitatea de masura a capacitatii electrice este faradul, F, cu submultiplii: puF, nF si pF.
Un ansamblu de doi conductori, separati printr-un dielectric poartd numele de condensator
electric. Cei doi conductori se numesc armaturile condensatorului. Dupd forma armaturilor
condensatorii pot fi: plani, sferici, cilindrici etc.
Calculul expresiei capacitatii condensatorilor se reduce la determinarea sarcinii electrice
cu care se incarca si a diferentei de potential dintre armaturi

c=—39 (3.1.48)
Vi—-Va
Calculul capacitatii condensatorului plan

Armaturile condensatorului plan pot fi considerate ca doud plane infinite Incdrcate cu
densitétile superficiale de sarcind +6 si -6 (fig. 3.1.20). Campul electric dintre arméturile aflate in
aer este creat atdt de planul Incércat pozitiv cat si de cel Incdrcat negativ, asa cum arata relatia
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(3.1.20) si este orientat perpendicular pe armdturi, avand sensul de la armatura pozitiva spre cea
negativa (consideram aceasta directie Oz):

E=2 (3.1.49)

€
0
Conform relatiei (3.1.22) proiectata pe directia Oz se obtine:

2 )
E=-Y o lav = - (E.az
dz 1 z

1

sau

c cd
Vl —V2 =£—(Z2 —Z1)=—

0 0
unde d = z, — 7, este distanta dintre armaturile de coordonate z; §i z,.
Daca S este suprafata unei armaturi,

V=V, = % ,
0
q fiind sarcina totala (in valoare absolutd) de pe un plan.
Capacitatea condensatorului plan va fi raportul dintre sarcina unei placi si diferenta de

potential dintre placi:

e.S
C=—1L =2 3.1.50
ad d ( )
€S
+0 -o
+ -
+ - -
+ | — E -
+ -
+ —_— -
+ -
+ -
+ - -
+ -
6] L7z
Zy Zy
Fig. 3.1.20

3.1.10. Definirea vectorului inductie electrica.

3.1.10.1. Legitura dintre vectorii E, D si P
Considerdm un condensator plan Incércat cu sarcind electrica de densitate superficiala ¢
pe armaturi (fig. 3.1.21).
In interiorul condensatorului fara dielectric se stabileste campul (3.1.49):
c
E,=— (3.1.51)
€0
iar in prezenta dielectricului, prin analogie cu relatia precedenta:
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E=

° (3.1.52)
€

¢ fiind permitivitatea electrica a dielectricului.
Prin introducerea unui dielectric apare fenomenul de polarizare si pe fetele laterale ale

dielectricului, paralele cu armaturile condensatorului, apar sarcini legate, de densitate superficiala
Cp.
dirijat In sens

Aceste sarcini vor determina in interiorul dielectricului un camp Ep

contrar cdmpului E  produs de sarcinile libere de pe placile condensatorului si a cérui valoare

este

Op
E_=—P (3.1.53)

Totul se prezintd ca si cum in locul dielectricului s-ar afla in vid doua fete paralele avand
densitatea superficiala de sarcind Gp.
+0 = -0

-o- H+o,| -

+ 4+ ++++ o+
4
1

Fig. 3.1.21

Campul electric total dintre placile condensatorului va fi :

E=E0+Ep (3.1.54)
avand modulul:
c-0
E=E,-E,=—2"
€0
de unde rezulta
€q E+csp =0=¢g7Ey=¢E (3.1.54°)

unde s-a tinut seama de relatiile (3.1.51) si (3.1.52).
Deoarece 6, = P (relatia 3.1.47) se obtine:

&E + P=o (3.1.55)
sau
D=o (3.1.55")
Vectorul
D=¢g,E+P (3.1.56)

se numeste inductie (sau deplasare) electrica si este o marime derivatd. Asa cum rezultd din
ultimele doui relatii, unitatea de masurd pentru inductia electrica este C/m”.
Din (3.1.54) si (3.1.56) se obtine 1n prezenta unui dielectric:

D=¢E (3.1.57)
Scriind € sub forma produsului € = €y€,, unde €, este permitivitatea electrica relativa a
dielectricului, din relatia (3.1.56) rezulta valoarea polarizarii :
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P =¢¢E-¢E=¢(-1)E (3.1.58)
sau, notand cu

Xe= €—1 (3.1.59)
susceptivitatea electricd, se obtine :

P=¢gyxe E
sau, vectorial :

P=¢g;%, E (3.1.60)

Marimea Y, caracterizeazd mediul din punct de vedere al gradului sdu de polarizare sub
influenta campului electric.
Din ultima egalitate din (3.1.54’) rezulta:
p-f0Fo_Fo
€ €,
deci marimea €, indica de céte ori intensitatea cAmpului electric E 1n dielectrici este mai micd decét
intensitatea cAmpului electric Ej 1n vid.

3.1.10.2. Legea lui Gauss generalizata
Céampul electric creat Tn mediul dielectric este considerat a fi rezultatul suprapunerii
campurilor create in vid de sarcinile /ibere q de pe fetele condensatorului si de sarcinile legate q,
de pe fetele dielectricului.
Legea lui Gauss (3.1.12) pentru o suprafatd gaussiand > ce cuprinde o placa a
condensatorului i o fata a dielectricului (fig. 3.1.22) se scrie, tinand cont cd sarcinii +q 1i
corespunde -qp, :

- 1
#E.n.dS=—(q—q,) (3.1.61)
}\ § o @

+ |- - H - Deoarece suprafata 2. se poate lua foarte aproape de
+ 14 + _ fata (S) a dielectricului, se lzoatg scrie relatia :

. q, =[[o,dS=§ P.dS (3.1.62)
+ -1 P o+ - PogP .

— .
+ Sl{|[ E 4 - Inlocuind (3.1.62) 1n (3.1.61) se obtine:

T - - -
b ) fleg E+P)dS=q
X
¥ # D.dS=q
X
Fig. 3.1.22

sau sub forma locala:
div D=p (3.1.63)
care se numeste legea lui Gauss generalizati, deoarece este valabila si pentru mediile

neomogene, unde apar sarcini de polarizare in volum, p,, dar care nu pot influenta fluxul inductiei
electrice.

3.1.11. Energia campului electrostatic
Procesul de incércare a unui condensator plan de grosime d, cu sarcina electrica Q pana
cand diferenta de potential dintre placi (3.1.25) devine

2.
U =V,-V,=]E.di =E.d (3.1.64)
1
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poate fi imaginat astfel: se deplaseaza sarcina Q de la una din placi la cealalta, pe baza efectuarii
unui lucru mecanic .£2 acest lucru mecanic va fi misura energiei condensatorului incarcat.
intre sarcina Q si tensiunea U dintre placi exista relatia (3.1.48):
Q=C(V;-V,)=CU (3.1.65)
in timpul incarcarii condensatorului sarcina Q creste iar impreuna cu ea si tensiunea U,
dar in orice moment, aceste marimi sunt legate prin relatia (3.1.65). Lucrul mecanic d £ care
trebuie cheltuit pentru a transporta sarcina dQ de la o placa la cealaltd este, conform (3.1.30) :
dL=(V; -V,)dQ =UdQ (3.1.66)
Desigur, marimile U, V,, V, au valorile din momentul considerat. Dupa ce a fost transportata,
sarcina dQ ridica tensiunea dintre placi cu valoarea dU si deci, din relatia (3.1.65) rezulta:

dQ=CdU (3.1.67)
iar din (3.1.66):
de=CUdU (3.1.68)
de unde, pentru energia condensatorului se obtine :
U
W, =£=C|[U dU=%CU2=%QU (3.1.69)

0
Avéand 1n vedere relatiile (3.1.50) si (3.1.64), din (3.1.69) se poate scrie energia condensatorului in
functie de intensitatea cAmpului electric E :

1
We =22 EZsd (3.1.70)

Aceasta relatie arata ca in campul electric existd o energie si deci, se poate vorbi despre o energie
a campului electrostatic. Formula (3.1.69) leagd energia condensatorului de sarcinile de pe
armaturi iar formula (3.1.70) de intensitatea cdmpului E. Apare astfel problema localizarii
(concentrdrii) energiei, in sensul ca trebuie precizat cine este purtitorul energiei electrice: sarcinile
sau cAmpul ? in cadrul electrostaticii, care studiazi cimpurile electrice constante in timp ale
sarcinilor imobile, este imposibil sd se dea un raspuns. Campurile constante si sarcinile care le
creeazd nu pot exista in mod independent. Insi cAmpurile electrice variabile in timp pot exista
independent de sarcini si se propagd in spatiu sub forma de unde electromagnetice. Experienta
aratd cd undele electromagnetice transporta energie (asa cum se va ardta in subcapitolul 3.4). Prin
urmare, se poate considera ca purtatorul energiei electrostatice este caimpul electric.

in formula (3.1.70), produsul S.d reprezinti volumul ¥ al spatiului dintre placile
condensatorului plan si deci se poate introduce notiunea de densitate volumicd de energie, care se
exprima prin relatia:

w1 2
w,=—=—¢E 3.1.71
sau in cazul prezentei unui dielectric intre armaturi, tindnd cont de relatia (3.1.57):
W, “lep2-Llep-lgp (3.1.72)
2 2 2
3.2. ELECTROCINETICA

3.2.1. Curentul electric. Intensitatea curentului electric. Ecuatia de continuitate.
Curentul electric este fenomenul de transfer de electricitate printr-un corp sau lant de
corpuri (circuit electric) sub actiunea unui camp electric aplicat. Curentul electric poate circula
numai 1n corpuri cu purtatori mobili de sarcini electrice: metale, electroliti (solutii apoase de acizi,
baze, saruri), semiconductori, gaze ionizate etc. Purtitorii mobili de sarcind au o miscare
dezordonata datoritd agitatiei termice. Sub actiunea unui camp electric aplicat, ei capdtd si o
miscare dirijatd prin care se realizeaza transferul de sarcini electrice.
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Curentul electric care se obtine prin deplasarea dirijatd a sarcinilor libere In mediile
conductoare de electricitate se numeste curent electric de conductie. Deplasarea sarcinilor unui
corp macroscopic incarcat electric (conductor sau izolant), Impreund cu corpul, da nastere unui
curent electric de convectie.

Ne ocupdm numai de regimul stationar al curentului de conductie, adica In unitatea de
timp, in orice moment, prin sectiunea normald a unui conductor este transferatd aceeasi sarcina.
Intensitatea curentului electric de conductie, care este 0 mdrime primitiva, se defineste ca fiind
raportul dintre sarcina dq transferata in intervalul de timp dt printr-o sectiune normald a unui
conductor si durata dt:

d
=3
dt
Unitatea de mdsurd a intensitdtii curentului electric este amperul, [I]g; =C/s=A.

(3.2.1)

Consideram un tub de curent electric, o suprafatd S, normald la directia de miscare a
purtitorilor de sarcini si o altd suprafati S care face un unghi © cu S,. Intre normalele la cele doui
suprafete va exista acelasi unghi, 6 (fig. 3.2.1). Curentul electric de conductie poate fi caracterizat
si de densitatea de curent, definita ca fiind cantitatea de electricitate ce trece in unitatea de timp
prin unitatea de suprafatd orientatd normal pe directia de deplasare a sarcinilor electrice:

dq I

S,-dt  S.cos6

j= (3.2.2)

sau vectorial,

=ik
unde k este versorul directiei de transfer maxim al sarcinilor prin sectiunea conductorului. Linia
de curent este o curba tangenta la directia locala a vectorului densitate de curent.

linie de curent

wn
=

Fig. 3.2.1 Fig. 3.2.2

In cazul cind sectiunea S nu este pland si vectorul j nu are aceeasi valoare pe intreaga

sectiune, se imparte sectiunea S in elemente dS in care vectorul ] este constant (fig. 3.2.2). Se
poate scrie:

dg ¢ dg  ¢__dq

k= 1 ¥ (3.2.3)
dSn.dt dS.cos6.dt ds . k.dt

i=
unde s-a folosit faptul ca dS=4ds.i , deci dS.k=dS.n.k =dS.cos9.
Din ultima parte a relatiei (3.2.3) rezulta:
j.dS = d—q:dlzj.cﬁ
dt
unde dI este elementul de curent care trece prin elementul de suprafatd dS. Curentul total, prin
toatd sectiunea S a conductorului, va fi:
I=[[j.dS=][j.A.dS (3.2.4)
S S
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adica intensitatea curentului electric este egald cu fluxul densitatii de curent prin sectiunea
conductorului.

Intr-un mediu conductor, nu exista transfer de sarcina fara un transfer simultan de masa,
deoarece sarcina electricd, ca marime de stare, caracterizeaza obligatoriu un sistem fizic. Se poate
stabili o relatie intre densitatea de curent j si viteza de transfer V a sarcinilor electrice. Astfel,
inmultind si Impartind in relatia (3.2.3) cu dr — elementul de deplasare pe directia de transfer a
sarcinii dq - se obtine:

< dq.dr i dq dr
J = = _—
dS, .dr. dt dS, .dr dt

=p.V (3.2.5)

unde p este densitatea volumica de sarcind si df=dr.k . Deci densitatea curentului de conductie

este egald cu produsul dintre densitatea volumicd de sarcind si viteza macroscopica de transfer a
sarcinilor electrice.

Vom gasi 1n continuare o alta relatie intre densitatea de curent si densitatea volumica de
sarcind, numitd ecuatia de continuitate si care exprima legea conservérii sarcinilor electrice in
timpul transferului de sarcini.

Pentru aceasta consideram o suprafatd inchisa S de volum 2 1in interiorul unui mediu
conductor in care are loc un transfer de sarcini electrice (fig. 3.2.3). Dacd la momentul t, in
interiorul suprafetei S se afla sarcina qo, la un moment ulterior t, o parte din sarcini sunt transferate
spre exteriorul suprafetei S iar altd parte qiy se afla in aceastd suprafatd, deci

0= 9int T transf -

Fig. 3.2.3

Intrucat sarcinile electrice nu apar si nu dispar, qo = const. si prin derivare in raport cu timpul
rezulta:

dq;
_dqint = dqtransf = L.dt 3d—1tm+1:() (3.2.6)

Exprimand din (3.1.1) sarcina din volumul 2 in functie de densitatea volumica p(T,t),
qint =J.”pdw s
7

si din (3.2.4), intensitatea curentului electric prin suprafata inchisd S, folosind teorema Green-
Gauss-Ostrogradski,
I=f j.ndS=|[[V].d?, (3.2.6")
S 7
inlocuind aceste relatii in (3.2.6), se obtine:

imp.dmmv].d%o:m@—‘t’+v§jdzf=o

dty v v
Deoarece volumul 2/ este arbitrar, integrandul trebuie sa fie nul:
ap -
—+V j=0 3.2.7
o ] ( )

expresie care reprezintd forma diferentiali a ecuatiei de continuitate a curentului electric.
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Din (3.2.6) 5i (3.2.6°) rezulta forma integrala a ecuatiei de continuitate:

—dq—‘m=§}.d§ (3.2.7)
dt g
deci micsorarea sarcinii electrice din volumul 17, in unitatea de timp, este egald cu fluxul
densitétii de curent prin frontiera S a acestui volum.
in regim stafionar, desi sarcinile electrice nu se gisesc in echilibru, marimile
macroscopice, cum ar fi densitatea volumica de sarcind, sunt independente de timp si din (3.2.7)
rezulta:

p = const. = g—fz(): Vij=0 (3.2.8)

deci j este un vector solenoidal, liniile de curent electric fiind intotdeauna linii inchise, adica
curentul electric stationar se poate stabili numai in circuite Inchise.

3.2.2. Legea lui Ohm

In mediul conductor ia nastere un curent electric daca purtatorii de sarcina sunt antrenati
intr-o migcare ordonatd. Aceasta se poate realiza daca asupra fiecdrui purtitor de sarcind
actioneazd o forta F determinata de existenta unui cAmp de naturd electrostatica E:

F=qE
unde q este sarcina unui purtator de sarcina.

Sub actiunea acestei forte purtatorii de sarcina ar trebui s se deplaseze uniform accelerat,
dar curentul electric care apare este continuu deoarece purtdtorii (electronii) se ciocnesc cu
particulele ce constituie mediul conductor (ionii retelei cristaline) si la fiecare ciocnire ei pierd
energie. Aceste ciocniri au rolul de franare si efectul lor este similar cu a unei forte de frecare Fy al
carei modul, pentru viteze mici, depinde liniar de viteza v a purtatorilor:

Ff = -ayv
Ecuatia diferentiald de miscare a unui purtdtor in campul electric E este:
dv
m—=qE—-av
dt

de unde, prin integrare cu conditia ca la t = 0 (cand s-a aplicat campul electric E), viteza v = 0,
rezulta:

a

Vo g t E —t
mj—=jdt=sv=L21-¢e m (3.2.9)
0dE-av a
Marimea T = m / a se numeste timp de relaxare si reprezinta intervalul de timp In care viteza

purtatorilor de sarcina se micsoreaza de e ori datoritd ciocnirilor.
Exponentiala din relatia (3.2.9) scade rapid, astfel Incat regimul tranzitoriu nu dureaza
mult si solutia (3.2.9) poate fi aproximata cu:

v=2"g_uE (3.2.10)
m

_ . . T . . .
unde coeficientul de proportionalitate u=q— se numeste mobilitate a purtatorilor de sarcina,
m

depinzand de tipul purtatorilor de sarcind si, prin T, de starea fizicd a mediului conductor.

Datorita miscarii de agitatie termica diversele sarcini elementare nu au aceeasi viteza si se
pot deplasa cu viteze diferite, aceastd miscare suprapundndu-se peste migcarea ordonata care
constituie curentul electric. Dacad n; purtatori de sarcind din unitatea de volum (n; = N; /?) se
deplaseaza cu viteza v;, se defineste viteza medie, numita si viteza de drift.
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-\ _ Znivi
==

unde ng =3 n; este numdrul total al purtdtorilor de sarcind existenti In unitatea de volum.

(3.2.11)

Tinand cont de relatia (3.2.5), densitatea de curent se poate scrie sub forma:

= = - Niq . -
J:Zlezplvlzz V1=q zanl
1 1 1 1

sau, tinand cont de relatia (3.2.11),
j=ang (V)
si exprimand viteza de drift sub forma (3.2.10) se obtine legea locala (diferentiali) a lui Ohm

care evidentiazd proportionalitatea dintre densitatea curentului de conductie si intensitatea
campului electric sub actiunea caruia se transferd sarcina in conductor:

j=qnouE=j=cE (3.2.12)
Mairimea

anZT

G=nyqu= (3.2.13)

m
reprezintd conductivitatea electrica si caracterizeazd gradul de conductie electricd a
conductoarelor.
Pentru un conductor omogen cilindric de lungime ¢, plasat intr-un camp electric

omogen E = const. (fig. 3.2.4) se pot scrie relatiile:

vV, -V
lI E=fvv]=-——2_1_Y
v, l l
dI 1

Y j=const.= j=— =
N5 . 17487

si legea lui Ohm (3.2.12) devine:

i ¢ 1= GE = U= ifl (3.2.14)
S ¢ cS
Ve ¢ Marimea
! kL ¥ R—lz—p ! (3.2.15)
5 Vi ss s o
este rezistenta electrica a conductorului iar
T B 1
............................ Pl ™5
T ] reprezintd rezistivitatea conductorului (inversul
V. conductivitatii).
Fig 3.2.4

Astfel, legea lui Ohm (3.2.14) pentru conductoare omogene cilindrice devine:

U=RI (3.2.16)

3.2.3. Tensiunea electromotoare

Mentinerea unui curent electric permanent intr-un circuit inchis presupune utilizarea unei
surse de tensiune care genereaza in permanentd o fortd ce asigurd miscarea purtdtorilor de sarcina
electrica in conductor. Lucrul mecanic al acestor forte provine din variatia energiei sursei intr-un
proces complex (reactii chimice, fenomene termoelectrice, fotoelectrice). Sursa (generatorul) de
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tensiune creeaza un cdmp electric imprimat E.

; care mentine circulatia curentului continuu prin

circuit i care se suprapune peste campul electric E determinat de interactiunea electrostaticd a
sarcinilor electrice in repaus:

Etotal =E+ Ei
Legea lui Ohm diferentiala (3.2.12) se scrie :
L3 E+E, (3:2.17)
c
din care, integrand pentru o portiune de circuit intre doua puncte 1 si 2, se obtine :
29 2. L 2.
|=jd¢=[Ed¢ +[E;d/ (3.2.18)
10 1 1

Prin analogie cu definitia (3.1.26), circulatia intre doud puncte a campului electric
imprimat,

2.
&, =E;dl (3.2.19)
1

se numeste fensiune electromotoare i caracterizeaza capacitatea unui generator de a intretine un
curent pe circuit.

Deoarece vectorii j si d ¢ sunt paraleli 1n orice punct, se poate scrie:

21 - 27, 21 qv
[—jdl=[—=jdl =T} [——
10 10 10 S

unde I}, este intensitatea curentului prin conturul considerat.
Rezistenta electrica a circuitului intre punctele 1 si 2 este, conform (3.2.15):

2

1 dv

Ri,=[—— 3.2.20
12 {G S ( )

Inlocuind ultimele trei relatii in (3.2.18) si din definitia (3.1.26) a tensiunii U se obtine
caderea de tensiune pe rezistenta R;, ca suma dintre tensiunea electromotoare si diferenta de

potential dintre cele doua puncte ale circuitului:
LR, =&,+U (3.2.21)

care reprezinta legea lui Ohm integrala pentru o portiune deschisa de circuit.
Caderea de tensiune este egala cu diferenta de potential numai pe portiunea de circuit in
care nu actioneaza forte imprimate, adica nu exista surse de tensiune electromotoare.

3.2.4. Legea lui Joule
Daca printr-un conductor circulad un curent continuu cu intensitatea constantd, determinat
de un camp electric constant, asupra fiecarui purtator de sarcina va actiona forta

Foqb
care, intre doua puncte ale conductorului, efectueaza lucrul mecanic
2 2
,f:defijEdZ (3.2.22)
1 1
Cu (3.1.26) relatia (3.2.22) devine:
L=qU (3.2.23)
Conform (3.2.1)
q=1t

si lucrul mecanic din (3.2.23) se scrie:
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L=Ult (3.2.24)

Acest lucru mecanic efectuat asupra purtatorilor de sarcina de catre campul electric extern
nu foloseste la marirea energiei lor cinetice, deoarece viteza de drift se mentine constanta in cazul
curentului continuu (j = const.). Inseamna ci purtitorii de sarcind nu retin energia primita de la
campul extern, ci o transformd in general sub forma de céaldurd mediului conductor in urma
ciocnirilor cu particulele care 1l compun.

Daca mediul conductor de volum 2/ are rezistenta electrica R si este strabatut de curentul
de intensitate I, caldura absorbitd in timpul t este, tindnd cont de (3.2.16):

Q=RI%¢ (3.2.25)
Pentru o portiune elementara de circuit de volum d?/, lungime d ¢ si sectiune dS (d /. dS

=d?) se poate scrie conform (3.2.4) pentru I si (3.2.20) pentru R si tindnd cont de legea lui Ohm

(3.2.12):
dQ=t. 1 %.j2 dS)?=t.cE%d? ,
c dS

de unde, prin integrare pe intreg volumul conductorului, se obtine:

Q=t [[[cE%d¥ (3.2.26)
7
Relatiile (3.2.25) sau (3.2.26) reprezinta legea lui Joule sub forma integrala.
Efectuand integrarea in (3.2.26) se poate defini puterea specificd wy a curentului electric
ca fiind caldura absorbita in unitatea de timp de unitatea de volum de mediu conductor
td?
Expresia obtinuta in (3.2.27) reprezintd legea lui Joule sub forma locala (diferentiala).

(3.2.27)

3.3. MAGNETOSTATICA

3.3.1. Campul magnetic constant. Inductia magnetica.

Dupa cum o sarcind electrica in repaus produce un camp electrostatic, un curent electric
produce in jurul sdu un camp magnetic. Astfel, cAmpul magnetic este rezultatul migcarii
sarcinilor electrice.

Interactiunea dintre doud circuite parcurse de curent electric, aparitia unui cuplu de forte
ce actioneaza fie asupra unui circuit inchis parcurs de un curent stationar, fie asupra unui ac
magnetic daca se afld In vecinatatea unui alt circuit parcurs de un curent, sunt manifestari ale
cdmpului magnetic. Prin camp magnetic se intelege un domeniu 1n care se exercita forte magnetice
asupra unor curenti electrici sau asupra unor magneti.

Experimental s-a observat ca in jurul unui circuit rectiliniu parcurs de un curent constant,
un ac magnetic, care are posibilitatea de a se roti intr-un plan perpendicular pe circuit, se
orienteazd pe directia perpendiculard pe raza vectoare care uneste circuitul cu punctul in care se
afla acul (fig. 3.3.1) iar sensul este dat de regula burghiului drept: nordul indica sensul in care
trebuie rotit burghiul drept pentru a se deplasa in sensul curentului. Repetind experienta cu pilitura
de fier presdratd pe un plan orizontal, traversat de un conductor vertical parcurs de un curent,
aceasta se orienteazd in mod similar, formand linii circulare concentrice in jurul curentului. in
plus, se constata ca liniile de piliturd se raresc pe masura ce creste distanta fata de conductor.

Marimea fundamentald care caracterizeaza cdmpul magnetic intr-un punct 1n vid este

vectorul inductie magneticd, B, care este 0 mdrime primitivd, introdusd experimental. Campul
magnetic, la fel ca si cAmpul electric, este reprezentat prin linii de cAmp care sunt curbe tangente in

fiecare punct la vectorul B (fig. 3.3.1).
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Caracteristic liniilor de cdmp magnetic este faptul cd sunt curbe inchise (asa cum
evidentiaza si experienta cu pilitura de fier), spre deosebire de liniile de cAmp electric care sunt
curbe deschise. Unitatea de masurd a inductiei magnetice este Tesla (T).

I

1

Fig. 3.3.1

intre inductia magneticd B si intensitatea campului magnetic, H, in vid exista relatia de
proportionalitate:

B=p, H (3.3.1)

unde [, este permeabilitatea magneticd a vidului (L =47.107 N/A%); <H> = A/m.

Pentru studiul teoretic al cAmpului magnetic se folosesc:

a) elementul de curent, I.d7, cu sensul vectorial dat de sensul curentului I ce stribate un

conductor de lungime elementara d/ si
b) bucla de curent, de dimensiuni foarte mici, ce joacd rolul unei sonde si careia i se atribuie un
moment magnetic.

3.3.2. Legea Biot — Savart - Laplace

in anul 1820, Biot si Savart au constatat experimental ca intr-un punct P situat la distanta r de
un conductor rectiliniu — practic infinit lung — parcurs de un curent de intensitate I (fig. 3.3.2. a),
apare un camp magnetic de intensitate:

H= L (3.3.2)
27r
I
i
i: =
H
a b
Fig. 3.3.2.

Laplace a generalizat aceasta relatie §i a aratat cd un cAmp magnetic creat de un curent ce
strabate un conductor de o forma oarecare, dar care prezintd o simetrie cilindrica a densitatii de
curent, poate fi exprimat ca suma vectoriald (superpozitia) a campurilor create de portiunile
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elementare de conductor. Pentru campul magnetic creat de un element de curent de lungime d / la
distanta r (fig. 3.3.2. b), Laplace a stabilit formula :

di =L 1dfxr (3.33)
4n 3
sau, Tn modul,
dH=L Id/.sino (333"
4n 2

unde d ¢ este vectorul element de lungime a carui directie coincide cu cea a curentului I, iar T este

vectorul ce uneste elementul de curent cu punctul in care se determina dH sau H. Campul
magnetic creat de Intreg conductorul se obtine prin integrarea relatiei (3.3.3) pentru cazul concret,
particular, considerat. Relatiile (3.3.3) si (3.3.3”) sunt cunoscute sub denumirea de legea Biot-
Savart-Laplace si au valabilitate restrinsa la cazul stationar.

Tinand cont de relatia (3.3.1), pentru inductia magneticd elementara creata in vid sau in

aer de elementul de curent 1.d 7 se poate scrie o relatie asemanatoare cu (3.3.3):

dp =Ho 1dfxr (3.3.4)
4n 3
sau, Tn modul,
1d/ .si
dB _Ho Idlsina (3.3.4")
4 2

Cu relatia (3.3.4) se poate calcula inductia cAmpului magnetic pentru sistemele simple de
curenti stationari.

a) Curentul liniar.

Considerdam un conductor foarte lung, aflat in aer si parcurs de curentul electric de
intensitate I (fig. 3.3.3. a). Inductia creatd de portiunea d ¢ din conductor intr-un punct M aflat la
distanta r de elementul de curent si la distanta d de conductor este data in modul de relatia (3.3.4°)
scrisd pentru unghiul 0, vectorul dB fiind orientat perpendicular pe planul vectorilor d/ si T.
Pentru integrare este necesar sa avem o singura variabild. Observam ca

d/.sin®=d/.cosac=r.do si r= d s
cosQ
deci
I 1%
de“O cosado = lebLO [cosado.
47nd 47d

o

Pentru un conductor liniar, infinit de lung, o, = - /2 i 0, = + 7/2, obtinandu-se

I
B= 10 (3.3.5)
27nd
sau, pentru campul magnetic,
He
2nd

adica legea Biot-Savart (3.3.2).

b) Curentul circular.

Consideram un conductor circular I" de razd R, prin care circula curentul I (fig. 3.3.3. b).
Calculam cadmpul magnetic creat de spira de curent I', intr-un punct M, aflat pe dreapta
perpendiculard pe planul spirei, In centrul sau.
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1d/

Fig. 3.3.3

Un element d¢ al spirei determini in M un cAmp magnetic de inductic dB,

perpendicular pe vectorul T, avind componentele d]?%p si df%n . Campul magnetic rezultant are

inductia:
B=¢dB= j'»dBp + f»dBn
r I r
Din motive de simetrie,
§dB, =0
r
iar
I
dB =dB.sin(x=u—0.ﬂsin(x
P 4.2
unde

. R R
sinol=—-=

r 2 o2
JRZ+R

Ry fiind distanta dintre centrul O al spirei si punctul M.
Integrand pe toatd lungimea spirei, obtinem $d¢=2nR si inductia magnetica in punctul

r
M se scrie:
2
nolR
B=§dB_ =
r 7 2®?+Rr2)Y?
In centrul spirei, Ry= 0 iar valoarea inductiei magnetice este

I
B= Hoo
2R

Observatie. Relatiile obtinute pentru inductia magnetica creatd de un curent stationar in
vid sau in aer sunt valabile si pentru un mediu oarecare, caracterizat de permeabilitatea magnetica

U = Yo W (W — permeabilitatea relativd a mediului), in care B depinde de proprietatile mediului:
B=uil
asa cum vom vedea 1n § 3.3.7.
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3.3.3. Momentul dipolar magnetic

Daca se considerd un contur circular de diametru mic (o bucld), parcurs de un curent
stationar I, orientarea conturului in spatiu poate fi caracterizatd prin directia normalei pozitive
(determinatd dupa regula burghiului) n la contur (fig. 3.3.4). Acest contur se comportd ca un mic
magnet fiind numit dipol magnetic. Sensul normalei n este in acelasi timp si sensul sud-nord al

campului produs de curentul circular. Intr-un cdmp magnetic uniform de inductie B asupra

dipolului magnetic actioneaza o fortd de orientare (mai exact, un cuplu de forte F), normala
pozitivd n orientdndu-se paralel cu directia cAmpului. Experimental s-a constatat cd F este
proportional cu curentul I din contur si cu aria S a conturului, dar nu depinde de forma conturului.
Pe aceasta baza s-a definit momentul magnetic m al dipolului prin relatia:

m=1S = ISq (3.3.6)
Momentul cuplului de forte F este atunci :
C=mx B, (3.3.7)

Fig. 3.34

Daca dipolul se afla intr-un cAmp neuniform, este evident ca datorita faptului ca fortele ce
corespund campului din cazul cdmpului uniform nu mai sunt egale, pe langa cuplul de forte va
apare o fortd ce va produce accelerarea centrului de masa al dipolului magnetic. Se poate ardta ca
aceasta forta are o expresie asemanatoare cu (3.1.37) in cazul campului electric neuniform, dar in
loc de momentul electric p apare aici momentul magnetic m :

f = grad(m.B) (3.3.8)
Prin urmare, un dipol magnetic de moment m, situat intr-un cAmp magnetic de inductie EO
poseda o energie potentiala :

Umag =-m- B, (3.3.9)
Cuplul de forte are tendinta sd alinieze dipolul magnetic la directia vectorului B o » astfel incat
energia potentiald sd fie minima (pozitia de echilibru stabil).

3.3.4. Interactiuni electromagnetice
3.3.4.1. Forta electromagnetica (Laplace)

Sa considerdm o bucld de curent de formd dreptunghiulard de laturi ¢; si ¢ aflatd in
planul xOy, prin care circuld un curent de intensitate I, introdusa intr-un cdmp de inductie
magnetica B ale carui linii de camp sunt paralele cu latura £, in sensul axei Oy (fig. 3.3.5).

Conform relatiei (3.3.7), momentul cuplului ce actioneaza asupra buclei de moment magnetic
m=1S=1//.1,
orientat perpendicular pe planul buclei, este:
C=1¢,¢.([,xB)
si cum

B=B. 1y



se poate scrie :

C=-1./,/ B.I, (3.3.11)
VA A
) Pentruqa ajunge la echilibru (paralelism intre
m vectorii m§i B) circuitul se roteste in jurul unei axe
_f;T 5‘ / ¢ plasate in planul figurii, perpendiculare pe B, deci
// B y asu;_)ra laturilor de lungime ¢ ale buclei, Herpendiculare
14 O g pe B, actioneaza un cuplu de forte (F, -F) egale si de

I sens contrar, de modul F, al carui moment este:

ool

Prin egalarea acestuia cu expresia (3.3.11) rezulta:

“ / > C=7yx F={r). 0, )x(-RT, )=—1, F.0,
X
F=1/B

Fig. 3.3.5

sau, tinand cont de orientarea vectorilor,
F=1/xB (3.3.12)
Relatia (3.3.12) reprezinta forta electromagnetica cu care actioneaza campul magnetic de inductie

B asupra unui conductor de lungime ¢ parcurs de curentul I, numita si forfa Laplace. Sensul
acesteia este dat de regula mdinii stdngi: se aseaza mana stanga paralel cu conductorul, cu degetele
in sensul curentului si cu degetul mare ridicat, astfel incat vectorul inductie magnetica sa intre in
palma; degetul mare indica sensul fortei electromagnetice.

Asupra unui element de curent Ld ¢ (d 7 are sensul curentului I) actioneaza din partea
campului magnetic forta:
dF=1.d/ x B (3.3.13)
in cazul in care curentul nu este filiform ci distribuit intr-un element de volum d# =

dS.d/ avand densitatea de curent ] (deci I= Edg ) se poate scrie:

dE=].dSWi x B)=(j x Bldz  (3.3.14)

3.3.4.2. Forta electrodinamica

Se constata experimental ca intre doud conductoare parcurse de curenti electrici apar forte
de interactiune numite forte electrodinamice.

Sa consideram doua conductoare paralele, de lungime foarte mare, care se afla la distanta
a unul de altul si sunt parcursi de curentii I, si I, in acelasi sens (fig. 3.3.6). Fiecare curent se afla
1n campul magnetic creat de celdlalt, deci fiecare curent este solicitat de o forta electromagnetica
care tinde sa-1 deplaseze 1n sensul ei. Conductorul prin care circuld curentul I, se afld in campul
magnetic de inductie B, al curentului I;. in acest caz forta electromagnetica F, cu care cadmpul
magnetic B actioneaza asupra portiunii de conductor de lungime ¢ strabatut de curentul I, este:

B,=1,7 x B,
sau, Tn modul, tinand cont de orientarea celor doi vectori:
F, =1,/ By (3.3.15)

Aplicand regula produsului vectorial se constatd cd sensul fortei F, este astfel incat sd apropie
conductorul prin care circuld curentul I, de conductorul prin care circuld curentul I;. Inductia
magneticd B, se poate afla cu relatia (3.3.10):



si forta electrodinamica are expresia :

L.1
F=py—L-2¢ (3.3.16)

care este egald si de sens contrar cu forta care actioneaza asupra curentului I; din partea curentului
I,. Daca curentii sunt de sens contrar, intre ei se exercitd o forta de respingere.

I a AL

Fig. 3.3.6

Relatia (3.3.16) sté la baza definirii unitatii de masura a intensitatii curentului electric in
SI: amperul este intensitatea unui curent electric constant, care mentinut in doud conductoare
paralele, rectilinii, de lungime infinita si de sectiune circulard neglijabila, agezate in vid la distanta
de un metru unul de altul, produce intre acestea o fortd de 2.10” newtoni pe unitatea de lungime.

3.3.4.3. Forta Lorentz

Forta Lorentz este forta care actioneaza asupra particulelor incércate cu sarcina electrica
aflate in miscare In cAmp magnetic. Forta Laplace care actioneazd asupra elementului de curent

- s . . . dg ., . . = oA
I1d? produs de o distributie de sarcind de densitate volumica p = ﬁ in miscare cu viteza V in

camp magnetic de inductie B, este, tinand cont de relatia (3.3.14) si de expresia (3.2.5) a
densitatii de curent:

dF=p (¥ x B) d?=dq(V x B)
Forta care actioneazd asupra unei particule incarcate cu sarcina q in camp magnetic se
numeste forta Lorentz $i are expresia :

F_ =q( x B) (3.3.17)

fiind normala la planul determinat de vectorii v si B, deci efectul pe care-1 produce este numai de
modificare a directiei de migcare a particulei, fara sa schimbe valoarea vitezei acesteia; campul
magnetic nu accelereazi particulele incircate. In concluzie, forta Lorentz este o fortd centripetd,
deci sub actiunea ei particula cu sarcina q se misca pe un cerc cu raza R care se determind din
conditia ca migcarea circulara a particulei sa fie uniforma :

2
qvB="Y_ - r="Y 3318
R qB

3.3.5. Legea circuitului magnetic (legea lui Ampere)

Se considera intr-un mediu omogen un contur C plan, de o forma oarecare, ce inconjoard
un conductor rectiliniu infinit, parcurs de curentul I (fig. 3.3.7). Liniile campului magnetic sunt
cercuri concentrice intr-un plan perpendicular pe planul desenului. Dacd se alege, in mod
conventional, sensul de parcurgere a curbei C 1n sensul invers acelor de ceasornic, adica acelasi
sens cu al liniilor de camp magnetic, din figura 3.3.7 se observa ca :
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H.d/=H.d/.cos@ =H.d¢/,=H.r.dg,
unde s-a tinut seama de faptul cd d / este o marime infinitezimald. Dar H este dat de relatia (3.3.2)

si, prin urmare, circulatia vectorului H pe conturul C este

§H.d7 = §H.r.d<p=2i§dcp=1 (3.3.19)

C C Tc
sau, pentru vectorul inductie magnetici B,
$§B.dl=p, 1
C

Relatia (3.3.19) exprima legea circuitului magnetic (legea lui Ampere): “circulatia vectorului
cdmp magnetic de-a lungul unei curbe inchise din jurul unui conductor parcurs de curent este
egala cu intensitatea curentului respectiv’.

Cand curba C Inconjoard mai multi conductori prin care trec, respectiv, curentii I, I,...I,

atunci circulatia Iui H este egala cu suma algebrica a curentilor:

L. n
$H.d/ = Xt =0 (3.3.20)
C k=1
Marimea
n
k=1

se numeste solenatie si se masoara in amperi.

©

* linie de camp

Fig. 3.3.7 Fig. 3.3.8

Campul magnetic creat de curenti stationari (I = constant) este static (nu depinde de timp)
si din acest motiv se mai numeste cdmp magnetostatic; acest capitol se referd numai la astfel de
campuri.

Spre deosebire de circulatia vectorului cAmp electrostatic E, care este nuld, circulatia lui

H nu se anuleazd decat in cazul cand conturul inchis (C) nu cuprinde conductori parcursi de
curent electric.
Daca se exprima curentul I sub forma (3.2.4):
I=[[j.dS
S
atunci din (3.3.19) se obtine :

§H.A? =][j.dS
C S
Aplicand teorema lui Stokes primului termen al acestei relatii, rezulta (fig. 3.3.8):

83



§H.d7 =[[rot H.dS =[[j.dS (3.3.21)

C S S
unde S este o suprafata care se sprijina pe conturul C. Din (3.3.21) se obtine
rot H=V xH = j (3.3.22)
sau, pentru vectorul B,
rot B=p j (3.3.22°)

Relatia (3.3.22) exprimd forma diferentiald a legii lui Ampeére si evidentiaza caracterul
rotational al campului magnetic: densitatea de curent electric — deci deplasarea sarcinilor electrice

[SEPPEIPN

— creeaza “vartejuri” de cAmp magnetic, adica linii de cAmp inchise, avand rotorul lui H diferit de
Zero.

Legea lui Ampere asupra circulatiei vectorului H are 1n studiul campului magnetic
aceeasi importanta pe care o are legea lui Gauss in electrostatica. In particular, asa cum legea lui

Gauss permite calculul cdmpului E 1in cazul unor distributii de sarcini, tot asa, legea lui Ampere
permite determinarea intensitatii cAmpului magnetic creat de curenti, fara a folosi legea Biot-
Savart-Laplace (3.3.3), ceea ce simplificd mult calculele.

3.3.6. Fluxul inductiei magnetice
Daca intr-un cdmp magnetic se traseazd curbele care au ca tangentd in fiecare punct

vectorul inductie magnetici B, se obtin liniile de inductie magnetici. Spre deosebire de liniile de
inductie ale cAmpului electrostatic, care pornesc §i se termind pe sarcini si deci sunt linii deschise
(divD = p), liniile de inductie magnetica produse de curenti sunt curbe inchise, adica nu exista
puncte din care aceste linii sd poata diverge (nu existd sarcini magnetice) si ca urmare
divB =0 (3.3.23)
campul magnetic fiind doar sub forma de vartejuri, in jurul curentilor electrici.
Aceasta relatie este adevaratd intotdeauna, chiar i pentru cdmpuri magnetice dinamice
(nu numai in magnetostatica).
Ca si In cazul campului electric, se poate defini o marime numitd flux al inductiei
magnetice (flux magnetic), notata cu .
Pe baza unui rationament analog celui expus in paragraful 3.1.3, pentru fluxul magnetic
printr-o suprafata S, se obtine relatia :
®=[B.dS (3.3.24)
S

in conformitate cu teorema Green-Gauss-Ostrogradski si avand in vedere relatia (3.3.23), rezulta
ca fluxul magnetic printr-o suprafata inchisa S este nul (acelasi numar de linii de camp intra si ies
din suprafata):
® =§B.dS =[[[div B d? = 0 (3.3.25)
S 7
Dacd se scriu sub forma unui tabel ecuatiile electrostaticii (3.1.63%), (3.1.28) si
magnetostaticii (3.3.23), (3.3.22):

_|divD=p
electrostatica R (3.3.26)
rot E=0
~_|divB=0
magnetostatica L (3.3.27)
rot H=j

se observa ca vectorul cAmp electric E apare numai in primele doua ecuatii, iar vectorul camp

magnetic H numai n ultimele doud. Cele doud cdmpuri nu sunt interconectate. Aceasta inseamna

ca electricitatea §i magnetismul sunt fenomene distincte cand sarcinile §i curentii sunt statici.
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Interdependenta dintre E si H apare cand existd variatii in timp ale sarcinilor si curentilor, de
exemplu, in timpul descércarii unui condensator sau al deplasarii unui magnet.

3.3.7. Campul magnetlc in interiorul substantelor magnetlzate.
Vectorul magnetizatie M. Legitura dintre vectorii B, H si M.

O substantd se numeste magnetizata daca orice volum elementar d?/ din ea are un
moment magnetic dm (se comportd ca o bucld de curent). Asemenea substante se caracterizeaza
prin vectorul magnetizatie definit ca fiind momentul magnetic al unitétii de volum din substanta
respectiva:

M= lim —=L8 (M), =A/m 3.3.28
AVSOAY AV < >SI ( )
sau prin vectorul polarizatie magnetica:
S=p, M. (3.3.28")

care este analogul in magnetism al polarizatiei electrice P . Momentul magnetic al substantei , ca
si momentul electric, este 0 marime primitiva.

Daca un conductor prin care circuld un curent electric este situat mai intai in vid, apoi
intr-un mediu oarecare, se observa ca in cele doua situatii cAmpurile magnetice din jurul
conductorului nu sunt identice. Acest lucru se explica prin faptul ca orice substantd are proprietati
magnetice, adicd se magnetizeaza (se polarizeaza magnetic) sub actiunea unui cAimp magnetic.

Conform conceptiei lui Ampere, orice cAmp magnetic, in ultima instantd, este produs de
curenti electrici (sarcini electrice Tn miscare). Substanta magnetizatd poate fi Tnlocuitd, din punct
de vedere magnetic, printr-o distributie de curenti, convenabil aleasa, numiti curenti amperici, a
caror densitate este:

A=V x M (3.3.29)

in vid, conform relatnlor (3.3.1) 51 (3.3.22):

;,LOH:>VxB uO(VxH) uOJ

in prezenta substantelor magnetizate apare §i un camp magnetic produs de substanta
magnetizatd (de curentii amperici), pentru care putem scrle

V x Byyps =Ho Ja

unde ] A este densitatea curentilor amperici.
Campul magnetic total In aceste substante este suma a doud campuri si are inductia
B= la"v + Bsubst >
iar pentru B se scriu aceleasi relatii ca si pentru EV
VxB= H()G‘FEA)
Inlocuind 3 A dat de relatia (3.3.29) se obtine:

VxB= }.10(]+V x M) = VX[E—MJ
Ho

sicum Vx H= 3 , rezulta

B _ji-n,
Ho
si ca in prezenta substantelor magnetizate,
B=po(H+ M)=pyH+3 (3.3.30)



Pentru substantele magnetice omogene si izotrope, intre H in prezenta substantei
magnetizate gi magnetizatia M, este valabila relatia de proportionalitate:
M=y, H (3.3.31)
unde X, este susceptivitatea magneticd a substanfei. Pentru polarizatia magnetica se poate scrie
relatia:
S=pgam H (3.3.32)
in functie de valoarea lui (m, substantele se impart in trei clase:
)  paramagnetice, cu ¥y, > 0;
II) diamagnetice, cu y, < 0 si
II) feromagnetice, cu Y, >> 1.
Pentru primele doua clase de substante se poate scrie :
B=po H+M) =pyH + xH)=(yd+x,, ) H=pnH (3.3.33)
unde W = W, (1 +%n) este permeabilitatea magnetica a mediului iar
I+ X =U, (3.3.34)
este permeabilitatea magnetica relativa.
A treia clasa de substante prezintd, sub o anumitd temperaturd, o magnetizare remanent;
ele se numesc feromagnetice si din aceasta clasa fac parte Ni, Fe, Co si aliajele lor. Ele prezinta
fenomenul de histerezis magnetic, adicd de variatie a magnetizarii M 1n functie de variatia

intensitatii campului magnetic H. Peste o anumitd temperatura, specifica fiecdrei substante,
numita temperatura Curie, magnetizarea remanenta dispare.

3.4. CAMPURI ELECTRICE SI MAGNETICE VARIABILE

3.4.1. Inductia electromagnetica

Deoarece un curent electric creeaza 1n jurul sdu un cAmp magnetic, este firesc sd se pund
problema inversd: un cAmp magnetic poate crea un curent electric. Raspunsul a fost dat in anul
1831 de Faraday care a descoperit cd in orice circuit (contur conductor), odatd cu variatia fluxului
inductiei magnetice prin suprafata limitata de acest circuit, apare un curent electric. Acest fenomen
se numeste inductie electromagneticd iar curentul aparut, curent indus.

Pentru crearea unui curent intr-un circuit este necesard prezenta unei tensiuni
electromotoare. Rezulta ca fenomenul de inductie electromagnetica aratd ca prin variatia fluxului
magnetic P intr-un contur, apare o tensiune electromotoare de inductie, &.

Pentru a stabili legdtura dintre & si viteza de variatie a fluxului ® se considerd un circuit

vaf

a b

simplu (fig. 3.4.1 a) ale carui dimensiuni pot fi modificate.

<!

Fig. 3.4.1
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Circuitul are doud parti: o parte fixatd avand forma de U si o bara transversald mobila
(ab) de lungime /¢, care poate aluneca de-a lungul celor doua brate ale partii in forma de U. Exista
totdeauna un circuit inchis, dar aria sa este variabild. Acest circuit este asezat Intr-un camp
magnetic omogen de inductie B normali la planul conturului. Daca se deplaseaza latura (ab) cu
viteza v, atunci cu aceeasi viteza incepe sa se deplaseze - in raport cu cdmpul B- si purtdtorii de
sarcind (electronii) din conductor (fig. 3.4.1 b).

Ca urmare, asupra fiecarui electron va actiona forta Lorentz (3.3.14), fII , care are
modulul

fiy=evB 34.1)

indicele “II” aratand ca forta este orientatd de-a lungul conductorului.
Actiunea fortei (3.4.1) este echivalentd cu actiunea unei forte electrice determinate de
campul electric de intensitate
E=vB
avand directia indicatd in figura 3.4.1 b. Acest camp este de origine neelectrostaticd fiind un camp
imprimat; circulatia sa pe contur da marimea tensiunii electromotoare induse in circuit:

- dt
&§=fEdi=vBr=  %_pds
C

=B— ,
dt dt

unde dS = /v dt este variatia ariei conturului in timpul dt (portiunea hasurata din fig. 3.4.1 a). in
calculul circulatiei s-a avut in vedere ca E este diferit de zero numai pe latura (ab) de lungime /.
Produsul B.dS este egal cu d®, adica cu variatia fluxului magnetic ce strdbate conturul. Prin
urmare, tensiunea electromotoare de inductie & ce apare ntr-un circuit inchis, este egald cu viteza

de variatie a fluxului magnetic prin suprafata limitata de circuit :

do
§=-— 34.2)
dt
unde semnul “ — ““ indicd sensul tensiunii electromotoare induse in functie de sensul de variatie a

fluxului (legea Iui Lenz). Formula (3.4.2) este cunoscutd sub numele de legea inductiei
electromagnetice a lui Faraday.

Pe baza legii inductiei electromagnetice (3.4.2) se poate defini unitatea de masurd a
fluxului de inductie magnetica :

(¢)SI:1V~1S = 1Weber (Wb),

adica, un weber este fluxul magnetic ce strabate suprafata unui circuit in care se induce o
tensiune electromotoare de un volt, cind acesta scade uniform la zero in timp de o secunda. Cu
ajutorul unitatii de flux magnetic se poate defini unitatea de masura a inductiei magnetice:

(B)SI _IWb 1 tesla (T) ,
lm2

deci, un tesla este inductia unui camp magnetic uniform care produce un flux de 1Wb printr-o
suprafatd de 1 m’, asezatd perpendicular pe liniile de camp.

3.4.2. Energia campului magnetic

Se considerd o bobind de forma toroidala, formata din N spire si alimentatd de o sursa
care da o tensiune electromotoare € (fig. 3.4.2). Cand se inchide circuitul, intensitatea curentului
creste de la valoarea zero pana la valoarea I corespunzatoare regimului stationar; totodata creste si
intensitatea campului magnetic din interiorul bobinei. Se admite ca cele N spire sunt suficient de
dese astfel incat campul magnetic este concentrat 1n interiorul bobinei, 1n exterior fiind neglijabil.

Energia electrica absorbitd de bobind sub forma de cildura in intervalul de timp dt este,
conform (3.2.24),

dW =¢&Tdt (34.3)
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si pe seama acestei energii se formeaza campul magnetic elementar dH 1n interiorul bobinei.

Fig. 3.4.2

In timpul variatiei cdmpului magnetic de la zero la valoarea H, in bobind apare o tensiune
electromotoare de inductie, care in fiecare moment echilibreaza tensiunea € . Pentru &€; se poate
scrie relatia

|q|=i(Nq>1)=£ : (3.4.4)
dt

unde P, este fluxul ce strabate o singura spira.
Daca se noteaza cu I valoarea instantanee a curentului, atunci cdmpul magnetic la un
moment dat se determina pe baza legii lui Ampere (3.3.20):

fH-d/=¢H -dl=NI,

C C
de unde
H/
I=— 345
N ( )
¢ fiind lungimea conturului C (lungimea bobinei). inlocuind (3.4.4) si (3.4.5) In (3.4.3) se obtine
do
aw =N H G Som an
dt N
sau, notand cu #=S ¢ volumul din interiorul bobinei, in care este concentrat cimpul magnetic:
dW =u, ZHdH (3.4.6)

Integrand energia de la 0 la W, si cdmpul magnetic de la 0 la H (médrimea campului magnetic dupa
stabilirea regimului stationar) se ajunge la relatia:

W, =Lu H27, (3.4.7)

==

2

pentru energia campului magnetic de unde, pentru densitatea de energie In volumul 1n care se
gaseste campul magnetic, se obtine :

1 , 1B2?

w = — ==

1 .-
— B-H 3.4.8
m= Rt = =3 (3.4.8)

BH=l
2

B.H, este interpretata ca densitate de energie a cimpului magnetic.

N | =

Aceasta expresie,
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3.4.3. Curentul de deplasare

1. Necesitatea notiunii de curent de deplasare

Dupa cum s-a aratat in paragraful 3.2.1. pe baza datelor experimentale s-a admis ca o
axioma faptul ca sarcina electrica se conserva. Ecuatia de continuitate (3.2.7) care exprima legea
conservarii sarcinilor electrice este:

. 3p
d +—=0 349
v+t (34.9)

Aceastd ecuatie conduce la o dificultate in calculul campurilor magnetice datorate curentilor

variabili In timp. Teoria matematicd a campurilor vectoriale aratd ca vectorul B este unic
determinat prin ecuatiile (3.3.27) si (3.3.33):

divB =0 (3.4.10)
rotB=t rot H=pt j (3.4.11)

insa, dac3 densitatea de curent 3 satisface relatia (3.4.11), ea trebuie sa fie solenoidald, adica :
T ~
divj = —divrot B=0 (3.4.12)
v

si deci liniile de curent trebuie sa fie linii inchise. Aceasta conditie este Tncompatibila cu ecuatia
. . (0

(3.4.9) pentru curenti nestationari (a—p #0].

t

Paradoxul a fost rezolvat de Maxwell mentindnd conditia divB= 0 si redefinind
densitatea de curent astfel incat ea sa fie solenoidala in toate cazurile. Acest lucru se realizeaza
folosind legea Iui Gauss generalizata (3.1.63),

p =div D (3.4.13)
care afirma cd densitatea de sarcind liberd este o masurd a divergentei inductiei electrice si deci
ecuatia de continuitate (3.4.9) se scrie :

-~ D
div| j+ — [=0 34.14
[J mj ( )
Prin urmare, in cazul curentilor nestationari, 1n legea lui Ampere (3.4.11) trebuie sa se considere,

= . - dD e . .
in locul lui j, curentul total de densitate j +a— , constituit din doi curenti: curentul de conductie
t

L .= 9D -
cu densitatea j si curentul de deplasare de densitate jj = T care are rolul de a inchide
t
liniile de curenti variabili, adica:
- - 9D
rot H = j+§ (3.4.15)

2. Sensul fizic al curentului de deplasare
Se considera un condensator introdus in circuitul unui curent variabil (alternativ) (fig.

3.4.3). Evident, intr-un astfel de circuit, aa—D # 0. Relatia de definitie (3.1.56) a vectorului inductie
t

electrica este

D=80E+P

sau, avand in vedere ecuatia (3.1.54),
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D=e,(E,+EyJ+P (3.4.16)

oD
ot

Fig. 3.4.3

Pentru valorile absolute ale marimilor fizice, (3.4.16) devine

D=¢g, Eo—soEp+P (3.4.17)

si densitatea curentului de deplasare se scrie :
oD oE, JE, ap
— =g, —— €, ——+—
at ot at  dt
Termenul dP/dt reprezintd densitatea curentului de polarizare care se datoreaza deplasarii
sarcinilor electrice legate, in timpul variatiei polarizatiei dielectricului sub actiunea campului
electric variabil dintre placile condensatorului. Cand se aseaza un dielectric intr-un camp electric
variabil de frecventd inalta, dipolii electrici ce compun dielectricul, rotindu-se dupa campul
variabil, se ciocnesc cu atomii vecini si cedeaza o parte din energia lor; dielectricul se Incalzeste.
Acest fenomen este folosit n tehnica pentru incélzirea unui dielectric, simultan pe toatd grosimea
lui. Deoarece marimea JP/dt reprezintd viteza de deplasare a sarcinilor legate (si reale) din

dielectric, acesteia 1i corespunde un camp magnetic care apare in spatiul inconjurdtor si care se
poate calcula dupd legea Biot-Savart-Laplace, ca si campul creat de curentul de conductie de

(3.4.18)

densitate j .

in absenta dielectricului, cand intre plécile condensatorului este vid:

aP BEp

P=0; —=0; E . =0; —— =0 3.4.19
at p ot ( )
si prin urmare, densitatea curentului de deplasare in vid este:

. JE,

Jdv = 80 T (3420)

Maxwell a presupus ca acest curent de deplasare 1n vid nu este numai o notiune formala,
ci el creeazd in jurul sdu un camp magnetic dupd aceleasi legi ca si curentii de deplasare si de
conductie. Numeroase experimente au confirmat aceastda presupunere. S-a constatat ca orice camp

electric variabil (a— # 0 | creeaza un cAmp magnetic variabil, acesta fiind fenomenul de inductie
t
magnetoelectrica.

3.4.4. Campul electrodinamic
In figura 3.4.4. a este reprezentat un flux magnetic variabil, care strabate aria limitata de
un circuit inchis C. De exemplu, la mdrirea fluxului magnetic, in circuit apare o tensiune

electromotoare indusd Z; si deci un cAmp electric indus E, care satisface relatiile :
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- do
= ¢ B-df = ———
G=1 &

Cand conturul C este constituit dintr-un dielectric, atunci fiecare element din el se polarizeaza

|

(3.4.21)

datoritd campului electric indus E. Daci circuitul C este deschis atunci prin el nu circuld curent

dar, ca rezultat al actiunii campului indus E, 1n circuit se produce o redistribuire a sarcinilor astfel
ncat la capetele conductorului apar sarcini libere.

a;‘>>0 a—B 0
ot ——_Jt
| —
C I
5
ol T -
E R E
v Vv vV w[ v oo
a b
Fig. 3.4.4

Generalizand aceste rezultate, Maxwell a ajuns la concluzia ca in toate punctele spatiului,
unde existd cdmp magnetic variabil in timp apare un camp electric, independent de faptul daca
existd sau nu in ele un conductor. Conturul conductor este util doar pentru a observa campul
electric indus care, spre deosebire de cel electrostatic, se numeste cdmp electrodinamic. Campul
electrodinamic este rotational, are liniile de camp inchise (fig. 3.4.4. b).

intr-adevir, din relatia (3.4.21) se obtine

§E-d?=—inl§-d§=—na—B.d§ (3.4.22)
C dtg S ot
sau, aplicand teorema lui Stokes :
[[ rotE-dS= —[f 9B s (3.4.23)
S s dt
de unde
rot E = — 9B , (3.4.24)
ot

Aceasta relatie reprezintd forma locala a legii inductiei electromagnetice si exprima caracterul
rotational al campului electrodinamic.

3.4.5. Campul electromagnetic. Ecuatiile lui Maxwell

Dupa cum s-a aratat in § 3.4.3 rezulta ca orice cAmp electric variabil in timp, care are
Intotdeauna derivata 1n raport cu timpul variabild, adica creeaza un curent de deplasare variabil, va
genera un camp magnetic de asemenea variabil 1n timp. Din § 3.4.4 rezulta ca orice cAmp magnetic
variabil in timp determina aparitia unui cadmp electric variabil, cu linii de camp inchise.

Prin urmare, spatiul ocupat de un camp electric variabil este In acelasi timp sediul unui
camp magnetic variabil. Cele doud campuri, electric si magnetic, sunt indisolubil legate intre ele si
formeaza o unitate numita cimp electromagnetic.

Din cele expuse pana acum rezultd ca starea cAmpului electromagnetic este definita de
urmatoarele perechi de marimi vectoriale :
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- vectorul inductie electrica D care masoard latura electricd a campului prin sarcinile
care produc campul (divD = p) si vectorul camp magnetic H, care masoara latura magneticad a

L N ) - = 9D
campului prin curentii totali care produc campul (rot H=j+ a—] ;
t

- vectorul camp electric E, care masoara latura electricd a campului prin interactiunile

electrice pe care le produce (f =q E) si vectorul inductie magnetica B, care misoard latura
magnetica a cmpului prin interactiunile magnetice pe care le produce (f =qV X E)
in mediile conductoare mai apar marimile: densitatea de curent | si intensitatea Ei a

campului electric imprimat.

Aceste marimi de stare sunt interdependente fiind legate intre ele printr-un sistem
complet de ecuatii cu derivate partiale, care determind starea electromagneticd locala in fiecare
punct si care se numesc ecuatiile lui Maxwell. Pentru un mediu care nu este nici dielectric perfect,
nici conductor perfect, deci pentru un mediu in care existd atat curent de conductie cat si curent de
deplasare, acest sistem este constituit din ecuatiile locale (3.4.15), (3.4.24), (3.1.63) si (3.3.23):

~ - - dD
- legea Maxwell-Ampere a circuitului magnetic: VxH=rotH= j+ s (3.4.25)
t

- legea lui Faraday a inductiei electromagnetice: VXE=rotE =— T (3.4.26)

- legea lui Gauss pentru cdmpul electric: VD=divD = p 3.4.27)
- legea lui Gauss pentru campul magnetic: VB=divB =0 (3.4.28)
Formele integrale corespunzatoare acestor ecuatii sunt, respectiv:
- - = - d = =
$H-d/=[ j-dS+— [[D-dS (3.4.29)
C S dt g
j’»”-d%:—ijjﬁ-dé. (3.4.30)
C dt’
§D-dS = [[[ pdV (3.4.31)
S v
#B-dS=0 (3.4.32)
S

Pentru determinarea campurilor electrice si magnetice, ecuatiile lui Maxwell se
completeaza cu aga-numitele relatii de material (3.1.56) si (3.3.30), impuse de polarizarea
electrica si magnetica a corpurilor:

D=¢,E+P  (3433) B=p H+3 (3434
sau 1n medii cu polarizare liniara - in care p si 3 sunt coliniari cu E (relatia 3.1.60), respectiv cu
H (relatia 3.3.32) - si fara polarizare spontana,
D=¢E (3.4.35) B=pH (3.4.36)
In plus, pentru medii conductoare se utilizeaza si legea lui Ohm (3.2.17):
j=c(E+E) (3.4.37)

in incheiere, trebuie remarcat ci liniaritatea ecuatiilor cimpului electromagnetic (3.4.25) — (3.4.28)
implica valabilitatea principiului superpozitiei cAmpurilor electromagnetice, ceea ce generalizeaza
principiul mentionat in cazul campurilor electrostatic §i magnetostatic (vezi paragrafele 3.1.2 si
3.3.1). Acest principiu se aplicd in mod curent la efectuarea calculelor concrete.
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3.4.6. Conservarea energiei campului electromagnetic

Se poate stabili legea conservarii energiei privind propagarea campului electromagnetic,
considerand cd fluxul de energie electromagnetica se propagd cu viteza finita iar proprietatile
electrice (g, 6) si cele magnetice (1) ale mediului nu depind de modulele vectorilor E si B.

Consideram un mediu liniar, omogen si izotrop pentru care putem scrie H=B/ pnosi

D=¢E si transcriem sistemul de ecuatii Maxwell (3.4.25) — (3.4.28) in functie de E si B:

(vxE=-28
at
S OE
VXXB=uj+ E“i (3.4.38)
vE="P
€
\ VB=0.
Inmultim scalar prima ecuatie cu B, a doua ecuatie cu E si scidem prima din a doua :

iﬂVxﬁydiVxE):uﬁj+spﬁ%§+ﬁg%:;EVXByJRVxE)=ujﬁ+%€%@uﬁz+ﬁzy

Conform relatiei (A.1.27) din Anexa 1,
V(ExB)=B(VxE) - E(VxB)

si relatia precedenta, dupa impartirea cu [, se scrie

o o
—lé—8E2+E—-=jE+Vl{EXB)
2 ot u u

In continuare se integreaza aceasta ecuatie pe un domeniu de volum 7,

1.9 =2 B2 -z 1 - =
——[[|=| eE“+— |dt=[[[ jJEdt+][[V—(ExB)dt (3.4.39)
at[ u} . ¢ M

si se cerceteaza termenii din dreapta. Deoarece dt= d S.d7 se obtine:
jdt=j.dS.d/=dl.d7 ,

unde d 7 este un element de linie orientat. Deci,
= ~ - oW
([l jEdt=¢dl [Ed/=1.E=—
T S T Jt
unde I este intensitatea curentului de conductie ce strabate suprafata S ce margineste volumul 7,

E= jl::dz este tensiunea electromotoare de-a lungul unei linii de curent I' iar dW=1Edt este

r
cdldura degajata in timpul dt prin efect Joule.
Notand:
1 -9 B2
- energia cdmpului electromagnetic - W = Em eE“+—|d1 (3.4.39 a)
u
T
1| =2 B2
- densitatea de energie a campului - Wom = 3 eE“ +— (3.4.39b)
u
S
- vectorul Poynting-Umov - Y=—ExB)=ExH (3.4.39¢)
n



ecuatia (3.4.39) devine:

oW _
—ﬂ:aﬂﬂijYdt (3.4.40)
Jdt ot g

Folosind teorema Green-Gauss-Ostrogradski, rezulta :

[[VYdt=§Y dS = [[[VYdi=§YidS=a

T S T S
unde P este fluxul total al vectorului Poynting sau puterea care iese din suprafata S datorita
propagarii campului electromagnetic, avand semnificatia unui curent de energie. Astfel, (3.4.40)
devine:

OWen OW
at at

ecuatie ce exprimd teorema conservirii energiei cimpului electromagnetic sub forma
integrala : “scdderea energiei cdmpului electromagnetic este egald cu suma dintre caldura
dezvoltata prin efect Joule in unitatea de timp si fluxul de energie electromagnetica care strabate
suprafata S’

Din (3.4.39) 5i (3.4.40), cu notatiile (3.4.39 a,b,c), se obtine si forma locala a teoremei:

ow - -
- afm =j.E+divY (3.4.42)

Daca mediul este perfect izolator, 3=0 si energia electromagnetica se poate transmite fard

+® (3.441)

pierderi la distante foarte mari.

3.4.7. Unde electromagnetice

1. Notiuni generale

Teorema conservarii si transformarii energiei cimpului electromagnetic pune in evidenta,
prin vectorul Poynting, un transport de putere a cimpului electromagnetic care are loc ca urmare a
propagaérii campului.

Campul electromagnetic este univoc determinat de ecuatiile lui Maxwell, in orice
moment si in orice punct din spatiu, dacd sunt cunoscute valorile vectorilor E si H la momentul
initial (t = 0). Aceasta afirmatie capata un sens fizic direct numai cand se considera o portiune
oarecare finitd din spatiu si se completeaza conditiile care determina solutia ecuatiilor lui Maxwell
cu anumite conditii de frontierd pe marginea acestor portiuni. Dacd un asemenea camp
electromagnetic este creat intr-o portiune limitata a spatiului, el se propaga in restul spatiului cu o
viteza finitd, care in vid coincide cu viteza luminii (¢ = 3.10° m/s). Propagarea cimpului
electromagnetic are un caracter de unda si pentru a arata acest lucru se considera cazul unui mediu
omogen si fara distributie volumica de sarcina adica :

- e=const, L = const. (mediu izotrop si omogen)

- p = 0 (mediu fara distributie volumica de sarcina).

Ultima relatie implica ] =0 si ecuatiile lui Maxwell devin :

I.Vxﬁ:ea—E; II.VxE:—ua—H;
at at (3.4.43)
M. V-E=0; IV.V-H=0
Aplicand operatorul rotor primei ecuatii se obtine
- JE -
V xX(VxH) =eVx —:si(V x E)
Jat  Jt

si folosind relatia (A.1.35) si ecuatia a II-a din sistemul (3.4.43), rezulta :
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V(V.H) - V2H = —ei[ua—H]

at{ dt
Primul termen este zero conform ecuatiei IV din sistemul (3.4.43), deci :
. PRSE
AH- eu—Z:O (3.4.44)
Jdt

in mod analog, aplicAnd rotorul ecuatiei IT a lui Maxwell si folosind ecuatia III se obtine :

_ E
AE - EU— = 0 (3.4.45)
at
Daca se compara aceste ecuatii cu ecuatia diferentiald a undelor (2.2.26), rezulta pentru viteza de
propagare a campului magnetic si a cAmpului electric relatia:

V=— (3.4.46)

Astfel, din ecuatiile lui Maxwell rezulta ca atat campul electric cat §i cAmpul magnetic nu
sunt localizate in spatiu, ci se propagd sub forma unor unde, cu aceeasi viteza (1/,/en). Cele

doua unde se propaga, asadar, simultan in spatiu, coexista in fiecare punct din spatiu si reprezinta
unda electromagnetica.
Pentru un mediu de permitivitate € = €€, si permeabilitate [L = |1, L, viteza de faza a undei
electromagnetice are valoarea :
1 1 1

V= =
VEoErloy  Eolo &M,

Considerand numai expresia 1/,/e 1, pentru vid si tindnd seama de valorile numerice ale lui L,

(3.4.47)

(Uo = 4m.107 H/m) si €, (g, = 8,85.10"% F/m) se obtine valoarea:

ce 1 —310% m/s | (3.4.48)

EoMo

care reprezintd valoarea vitezei luminii in vid si In acest caz, relatia (3.4.47) se poate scrie :

v=clfen, (3.4.49)

Aceasta relatie poate fi scrisa si sub forma
c/v=n=,¢gnun, (3.4.50)

Intrucat raportul dintre viteza luminii In vid (c) si viteza de faza (v) a luminii prin mediul
considerat reprezinta indicele de refractie (n) al mediului.
In cazul unui mediu dielectric, deoarece [, = 1, relatia (3.4.50) devine :

n?=e, (3.4.51)
2. Transversalitatea undelor electromagnetice

Una din solutiile importante ale ecuatiei undei electromagnetice o constituie solutia sub

forma de unda pland de tipul (2.2.47) si 1n acest caz, la orice moment, vectorii cAmpului (sau

functia de undd) au aceeasi valoare in toate punctele oricarui plan perpendicular pe directia de

propagare a undei. Dacd se alege axa Ox drept directie de propagare, atunci E si H trebuie si
depindd numai de variabilele x si t. Solutia sub formd de undd pland are forma (2.2.34):

E = E, sin (ot - kx)}
ﬂ (3.4.52)

H = H_ sin(0t- kx)
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unde k este numdrul de undd, ® = k v iar I:ZO si H o sunt amplitudinile vectorilor cAmp electric
si magnetic.
Sub forma complexa, aceste unde plane se scriu :
= = i(ot—kx)
E=Eje

i (3.4.53)
0 7 Ld(ot—kx
H=H, el )
iar operatorul V se reduce la expresia :
V=1 % = —(ik) I, (3.4.54)

Daca directia de propagare nu este OXx, ci o directie oarecare de versor 1, se inlocuieste
I, cu n si(3.4.54) devine :

X
V =—-(@k)n (3.4.55)
Pe baza acestei relatii, ecuatiile Il i IV ale lui Maxwell din (3.4.43) devin :
V.B=-ikpi.H=0
~ H - (3.4.56)
V.D =-iken.E =0
de unde rezultd ci vectorii E si H sunt perpendiculari pe n, adica pe directia de propagare a
undei respectiv a vectorului de unda k. Astfel, undele electromagnetice plane sunt unde
transversale. Se poate arata ca si undele electromagnetice sferice sunt de asemenea transversale.

O alta proprietate importanta a undelor

(es]]

electromagnetice este aceea ca vectorii E si
H sunt perpendiculari intre ei si deci,
impreuna cu k, alcdtuiesc un triedru drept (fig.

/ n k 3.4.5). Rotind pe E spre H pe drumul cel mai
— scurt, sensul de Tnaintare a burghiului drept este

directia de propagare

Fig. 3.4.5 spre k.
Sd demonstram afirmatia anterioard; tindnd cont de solutiile sub forma de unde plane
- 0B 0H - (ot -
pentru E si H, rezultd H: “Wz ].LHOi(x)el((Dt k) =nuioH
si analog 3—? = ¢ioE (3.4.57)
Ecuatiile I si II din (3.4.43) devin 1n acest caz:
—iki x H=¢ioE si -iki x E=—pioH (3.4.58)
dar cum ® = kv, rezulta:
—(ii x H) =¢evE = E (3.4.59)

_t g- |E

JEL [

si ﬁxﬁz\/EH,adica:ﬁﬁ=J€(ﬁxE) (3.4.60)
€

Din ultima relatie rezulta clar ca H este perpendicular pe planul determinat de n si E,
adici HLE.In plus rezulta \/u_ H = JE E sideci:

— == (3.4.61)



deoarece |ﬁ X ]::| = 1. E sin 90° = E. Astfel raportul marimilor vectorilor nu depinde de timp si

deci acesti vectori au aceeasi fazd si variazd sincron ; E si H concomitent si in aceleasi puncte
din spatiu ating valorile maxime §i respectiv minime, oscildnd in faza. Raportul E / H are
dimensiunea unei rezistente electrice (ohm) si se numeste impedanta undei plane, depinzand de
natura mediului in care se propaga unda.

Densitatea de energie (3.4.39 b) este in cazul undei electromagnetice plane

1
w =5(MH2 +MH2)=MH2
si intensitatea undei electromagnetice este, conform relatiei (2.2.58) :

I=w.v=——pH?= ”H2=E.H=|Exﬁ|=|?|

1
JER €
deci egald cu marimea vectorului Poynting (3.4.39 c) care are sensul directiei de propagare.

Dacé presupunem ca planul de oscilatie a vectorului E este xOy si al lui H este xOz,
unda electromagneticd se numeste polarizata. Cu aceste rezultate, unda electromagnetica poate fi
reprezentata grafic ca in figura 3.4.6.

y 4 E

%

Fig. 3.4.6

PROBLEME PROPUSE LA CAPITOLUL 3

3.1. Un conductor de lungime 20 este uniform Incarcat avand densitatea liniard de sarcina

A. Sa se calculeze campul electric E fintr-un punct de pe perpendiculara dusd pe mijlocul
conductorului, situat la distanta a de conductor.

R: E(a)= A sin(arctgﬁj
2mepa a

3.2. Un inel subtire de raza r este Incarcat uniform cu sarcina q. Calculati campul electric
E pe axa inelului la distanta d de centrul acestuia. Ce devine expresia obtinutd pentru d >>r ? Care
este valoarea maxima a lui E si care este punctul in care aceasta poate fi atinsa?

qd a3

RRE=——— E =+
3/ ° “max 2

18menr

4nso (r2+d2)é 0

3.8. Sa se determine campul electric creat de doua plane infinite incarcate cu densitatile
superficiale de sarcind +30 si -G.

30 c 20 30 o o
R: B, =E, +E_= +— =", B, =E, -E_= — =

o 280 280 €
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3.10. Un condensator cilindric are ca armaturi doi cilindri coaxiali cu razele R, R, si
indltimea ¢ (fig. 3.10 a). Dielectricul dintre armaturi are permitivitatea €. Sa se calculeze
capacitatea condensatorului.

2mel

RCc=—91 _ =
Vi-Va In—2

R

3.11. Un condensator sferic are ca armaturi doud sfere concentrice cu razele R; siR; (R;<
R»). Dielectricul are permitivitate €. Sa se calculeze capacitatea condensatorului.

R: C= q _ 47‘581‘11‘2

1 1) a =270
rl r2 4me

3.13. Sa se demonstreze ca un camp electrostatic omogen 1:30 admite potentialul scalar

V(r)= _EO 1+ C , unde C este o constanta.

3.14. Un dipol cu momentul electric p este localizat la distanta r de un fir lung incarcat

uniform cu densitatea liniard de sarcind A. Determinati forta care actioneaza asupra dipolului daca
p este orientat: a) paralel cu firul; b) paralel cu raza vectoare T .

R: a) F,=0; b) F=—pL

2n80r2
3.15. Un mediu omogen slab conductor, de rezistivitate p umple spatiul dintre doi cilindri
coaxiali cu razele a si b (a<b), avand fiecare lungimea ¢. Calculati rezistenta mediului dintre
cilindri, neglijand efectele de margine.

R: R=— .12
2nl  a
3.20. Sa se determine campul magnetic creat de o distributie de curent cu densitate
constanta j, de forma unei paturi cilindrice de raze R; si R., la o distanta r: a) r<R; ; b) re (R;, R,);
c)r>R..
1 r2 —Riz
R: H;(1)=0; H;; (1) =—— ;

I
_— H (r):_
2mr Rg_Riz ¢

27r

3.25. O particula Incarcata electric trece nedeviata prin doud cAmpuri, unul electric si unul
magnetic, aplicate simultan. Dacd inceteazd actiunea campului electric particula descrie o
traiectorie de raza r. Dacd ar Inceta doar actiunea campului magnetic, particula ar capata
acceleratia a. Determinati viteza particulei.

R: v=,/ar

3.27. Care este intensitatea campului electric si magnetic al unei unde a carei intensitate

energetici este in vid 1= 10 W/m??
R: E= / ! :194X;H= / ! =0,515§-
80 -C m “’O -C m

3.32. Ounda electromagnetica armonica plana este descrisa de vectorii Esi H dati
iot,

de ecuatiile: E (x, y,z,t) = 1:30 x,y,z) e H (x, y,z,t) = ﬁo (X, y,z) ¢ ®". Unda se propaga in

interiorul unei cavitati rezonante vidate de forma unui paralelipiped cu laturile a, b, ¢, avand peretii
perfect conductori. Sa se arate ca: AEO +K ]::O =0 si Aﬁo + K I:Io =0.
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ANEXA A.1. ELEMENTE DE ANALIZA VECTORIALA

A.1.1. Diferentiale totale exacte

Diferentiala unei functii continue de douad variabile F = F (x,y) va fi tot o functie de x si y si poate fi pusa sub forma:

dF = [?] dx + [gF] dy (A.l.1) sau dF =M (x,y) dx + N (x,y) dy (A.1.2)
X y
y X

2 2
M| B ans ne[2E] anae (M) J2F (N} J9F g (M) [ON] aue
Jx y dy « By T 9ydx dx y ox dy ay )y ox y

Daca functia F studiata depinde de trei variabile X, y, z diferentiala ei este totald exacta daca:

dF(xy,z) = [Ej dx + [BFJ dy + [EJ dz =M (x,y,z) dx + N (x,y,z) dy + P (x,y,z) dz (A.1.7)
Jx v,z Jdy z oz %y

M= |9E) No[9E) po[9F) a1 2 OM_ON ON_0P 9P _OM .
Jx dy 0z dy 9x 9dz dy Ix 0z
y X X,y

Formula lui Taylor pentru o functie de o variabil, f: [a,b] € R — R, de (n+1) ori derivabila intr-un punct x, € (a, b) este:
2
—X - R
XO i 0) £ (xg )+.....+( X'O)n fWx)+R (0  (A.1.10) unde lim n®)
n!

———F—=0.
X—)XO (x — xo)n

f(x)=f (X0)+

f' (Xo) +—

A.1.2. Operatori vectoriali diferentiali de ordinul intdi in coordonate carteziene
1) Gradientul. Fie functia scalard @ (x, y, z) de clasi C', definita pe un anumit domeniu D din Rs. Din definitia datd mai sus (vezi

§ A.1.3.), rezultd cd in D avem un camp scalar stationar. Observam ca diferentiala dgo=— g(Pd +— ) dy + Z(P dz poate fi consideratd ca

dy

. - - - - . < _ 09~ aq) Q-
rodusul scalar al vectorilor dr =dx.1, +dy. 1, +dz.1 i A= Ik +—1,+=—1
P x Ty z ¥ ox X By dz

Campul vectorial A se numeste gradientul functiei scalare @ si se noteaza grad ¢. Putem scrie atunci

do=grado.dr (A.1.11)
Se constati ci vectorul A = grad ¢ s-a obtinut prin aplicarea operatorului
v:i_I +i_I +i_1 (A.1.12)

ox * 9y Y 9z %
functiei scalare @ (X, y, z). Acest operator, notat cu simbolul V, se numeste operatorul nabla (dupa numele unei harfe asiriene de forma
triunghiulard), sau operatorul lui Hamilton. Prin urmare

997 .99 7 B(P
\% rad@=—.1; +— (A.1.13)
e=grde=Tr vl ly oyt
deci gradientul unei functii scalare este un vector cu componentele egale cu derivatele partiale ale scalarului in raport cu coordonatele.
Campul vectorial A care se poate reprezenta ca gradientul unei functii scalare @, A = grad @ (x, y, z), se numeste cdmp conservativ.
Suprafete echipotentiale. Fie suprafata fixa ¢ (x,y,z) = C(const.). (A.1.14)

Din (A.1.11) deducem atunci V@.dT =0si cum dT se giseste in planul tangent la suprafata (A.1.14), rezultd ca in orice punct al acestei
suprafete, vectorul V@ are directia normalei la suprafata. Dand valori constantei C din (A.1.14), obtinem o familie de suprafete numite
suprafete echipotentiale sau suprafete de nivel. Altfel spus, dat fiind un camp scalar @ (x, y, z), locul geometric al punctelor care au
proprietatea V@.dT =0 este o suprafatd numitd echipotentiald.

2) Divergenta. Avand in vedere caracterul vectorial al operatorului V, sa-1 aplicim scalar cAmpului vectorial A de componente

A, Ay si A,. Rezultatul acestei operatii se numeste divergenta lui A , se noteaza div. A si este un scalar sau un pseudoscalar, dupd cum A
este polar sau axial. Expresia analitica a divergentei este

9

divA=V.A [—1 =y 12)(1\)(1,(+Ay Iy +A, 1Z) S B (A.L15)

dx ay Y Jdy 0oz
deci divergenta unui vector este suma derivatelor partiale ale componentelor vectorului in raport cu coordonatele respective.

Un camp vectorial care are proprietatea div.A=0 (A.1.16)
se numeste cdmp fard surse sau camp solenoidal. Liniile unui astfel de cAmp sunt curbe inchise.

3) Rotorul. Prin rotor al unui cAmp vectorial A intelegem un cAmp vectorial B , obtinut din A prin operatia :

B=V x A =rotA (A.1.17)
si, ca orice produs vectorial, se scrie sub forma unui determinant,
o1, L
X Yy
. - (oA, A My Ay 9A
otz |2 99 =1, A Ty +1 Wy +1, | =L —X% (A.1.17)
ox dy oz dy oz R ox  dy
A Ay

componentele acestuia avind semnificatia unor “derivate transversale”, componenta pe x a rotorului vectorului A depinzand de variatia lui
A, pe directia lui y si de variatia negativa a lui A, pe directia lui z s.a.m.d.
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Un camp vectorial A care are proprietatea

rot A =0 (peste tot) (A.1.18)
se numeste cdmp irotational sau fara vartejuri sau, inca, neturbionar. Conditia (A.1.18) este o conditie suficientd ca un camp sa fie
conservativ, adicd sd poata fi descris de gradientul unei functii potentiale oarecare.
4) Teorema Green-Gauss-Ostrogradski

Fie S o suprafatd marginitd si A un vector cu punctul de aplicatie pe S. Fluxul vectorului A prin suprafata S este:
®=[[A.dS=[] A.idS (A.1.19)
S S
unde dS =dS.[ este un element orientat al lui S. Dacd suprafata S este inchisd si 1 este versorul normalei exterioare, al cirei sens este

ales ca pozitiv, se demonstreaza ca

HAdS=§An.dS=[[[divA dt (A.1.20)
S N \%
unde dt este un element al volumului V, ocupat de domeniul D limitat de suprafata S. Formula (A.1.20) exprima teorema Green-Gauss-

Ostrogradski: fluxul vectorului A prin suprafata inchisa S este egal cu integrala pe domeniul D, de volum V, limitat de suprafata S, din
divergenta vectorului A . Daca fluxul vectorului A printr-o suprafatd inchisd este nul, se spune ca fluxul vectorului este conservativ si ca
A este un vector de flux conservativ. Prin contractarea suprafetei S, la limita se obtine din (A.1.20) :
e . | S
divA= lim — [[A.nd.S (A.1.21)
AT—0 AT g
care poate fi considerati ca relatia de definitie a divergentei intr-un punct. Dacd div A > 0, spunem ci in acel punct avem o sursd pozitiva

(izvor), iar dacd div A < 0, In punctul respectiv existd o sursa negativa (puf).
5) Teorema Stokes-Ampére

Fie din nou o suprafata S, de data aceasta deschisa, care se sprijind pe conturul I'. Dacd A este un vector cu punctul de aplicatie pe T,

integrala curbilinie f;\d] este circulatia lui A de-a lungul conturului I. Pentru a exprima circulatia, trebuie ales pe I" un sens de parcurs,

r
adoptat ca pozitiv (fig. A.1.4). In acest caz, sensul pozitiv al versorului i al normalei la S va fi dat de regula burghiului. Se poate arita ca
§ A.dl = [[rotA.dS (A.122)
r S

unde dS este un element orientat al lui S. Relatia (A.1.22) este cunoscutd sub numele de teorema Stokes-Ampeére: circulatia vectorului A

de-a lungul conturului inchis I" este egala cu fluxul rotorului vectorului A prin suprafata S ce se sprijind pe contur.
Daci A este un camp conservativ A =gradQ(x, y, z), avem: §Ad7 =94 a—(pdx +a—(pdy+a—(sz =¢dep=0 (A.1.23)
r rlox dy Jdz r

céci circulatia dintr-o diferentiala totald, pe un contur inchis, este nula.

A.1.3. Formule utile

1°. grad(99) = V(99) = 9V ¢ + 0V = pgrad¢ + pgrad@ (A.1.24)
2°. div(@A) = V(@A) = oV.A +A.VQ = ¢div A +A.grad@ (A.1.25)
3°. rot((pA) = Vx((pA) = (pVxA+ (V(p)xA = @rot A+(grad(p)xA (A.1.26)
4°. div(A x B) =B.(VxA)—A.(VxB) = B.rotA— A.rot B (A.1.27)
5°. grad(A.B) = AxrotB+BxrotA + (A.V)B + (B.V)A (A.1.28)
6°. rot(AxB)= A.divB -BdivA + (B.V)A—(A.V)B (A.1.29)
7°. div(rotA) =V (Vx A) =0 (A.1.30) rot (grad@) = Vx (V) =0 (A.1.31)
8°. div(gradg) = V.(Vg) = V2@ =A@ (A.132)

’ 2?2 92

laplaceanul V< =A=——+——+— (A.1.33) ecuatia lui Laplace A ¢ =0 (A.1.34)
ax2 8y2 322
9°. rot(rotA) = Vx(VxA) = V(V.A)— VZA = grad(div A) — AA (A.1.35)
10°. Daca I' (X, y, z) este vectorul de pozitie al unui punct P in raport cu originea reperului Oxyz, avem :
grad r=§=i1. ; |grad r|:1 s divi=3;rotr=0; A[%): 0 (r0) (A.1.36)
11°. grad (r) = %q)‘; divA(r) = %?.A‘; rot A(r) = %f x A’ (A.1.37)

12°. Laplaceanul in coordonate sferice:

2
10(20 1 |af(. . 2) 1 2
A(r,e,q))——za[r —j+ f[smef}ﬁﬁ (A.1.38)
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TESTE GRILA FIZICA - CAPITOLUL I

1 — Vectorul vitezd momentana:

moOwp

coincide cu vectorul viteza medie in miscarea curbilinie;
este tangent la traiectorie in fiecare punct al sau;

este perpendicular pe acceleratia tangentiala;

este secant la traiectorie in fiecare punct al sau;

este nul in miscarea rectilinie uniforma.

2 — Principiul inertiei afirma ca dacd F=0:

>

monw

punctul material 1si mentine starea de miscare uniform accelerata sau de
repaus;

punctul material 151 mentine starea de miscare uniform accelerata;

punctul material 1si mentine starea de repaus;

punctul material 151 mentine starea de miscare.

punctul material isi mentine starea de miscare rectilinie uniforma sau de
repaus;

3 — Conform principiului actiunii §i reactiunii:

A.

B.

D.
E

daca un corp actioneaza asupra altui corp cu o fortd numita actiune, cel de
al doilea actioneaza asupra primului cu o forta dubla, numita reactiune;
daca un corp actioneaza asupra altui corp cu o fortd numita actiune, cel de-
al doilea actioneaza asupra primului cu o fortd numita reactiune, egald in
modul si in sens contrar;

dacd un corp std in repaus fortele de actiune si reactiune nu actioneaza
asupra lui;

forta de actiune este jumatate din forta de reactiune;

daca forta de actiune este verticald, forta de reactiune este orizontala.

4 — Produsul vectorial a doi vectori reprezinta:

mo QW

un vector perpendicular pe planul celor doi vectori;
un vector paralel cu planul celor doi vectori;

o0 marime scalara;

totdeauna o marime adimensionala;

totdeauna o marime de stare.

5 — Impulsul unui corp cu masa m si care se misgcd cu viteza v se defineste ca:

mo QW

produsul scalar dintre masa si acceleratia corpului;

viteza de variatie a fortei care actioneaza asupra corpului;

o mdrime vectoriald a carei modul este produsul dintre masa si viteza
corpului;

viteza de variatie a energiei totale a corpului;

produsul vectorial dintre masa si viteza corpului.

6 — Lucrul mecanic este:

A.

B.

o marime vectorialda deoarece este produsul intre o marime vectoriald
(forta) si o marime scalara (deplasarea);
o marime vectoriala deoarece este produsul intre o marime vectoriald
(deplasarea) si o marime scalara (forta);



C. o marime vectoriala deoarece este rezultatul unui produs vectorial dintre
doud marimi vectoriale (forta si deplasarea);

D. o marime scalard deoarece este rezultatul unui produs scalar intre doua
marimi vectoriale (forta si deplasarea);

E. o marime scalard deoarece este rezultatul unui produs intre doud marimi
scalare (forta si deplasarea).

7 — Prin definitie lucrul mecanic este egal cu produsul dintre marimea fortei $i marimea
deplasarii (L=F.d) daca:
A. forta este constantd si punctul ei de aplicatie se deplaseaza pe distanta d pe
o directie oarecare;
B. forta este constantd si punctul ei de aplicatie se deplaseaza pe distanta d, in
directie normala la directia fortei;

C. forta este constanta si punctul ei de aplicatie se deplaseaza pe distanta d, in
directia si in sensul fortei;

D. forta este constantd si punctul ei de aplicatie se deplaseaza pe distanta d in
sens contrar fortei;

E. forta este variabila si punctul ei de aplicatie se deplaseaza pe distanta d in

directia si sensul fortei.

8 — Energia cinetica a unui corp este:

invers proportionald cu viteza corpului;

invers proportionala cu masa corpului;

direct proportionald cu masa corpului si cu viteza;

invers proportionald cu masa corpului si cu patratul vitezei corpului;
direct proportionald cu masa corpului §i cu patratul vitezei corpului.

moOwp

9 — Energia cineticd a unui camion cu masa de 12 t care se deplaseaza cu viteza de 36
km/h este:
A.240kJ; B.360kJ; C.60kJ; D.600kJ; E.300kJ.

10 — Puterea mecanicd dezvoltatd de o fortd constanta ca directie, sens si intensitate
reprezinta:
A. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de aceastd fortd si deplasarea
produsa;
B. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de aceasta forta si intervalul de timp
necesar efectuarii lui;

C. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de aceasta fortd si viteza imprimata;

D. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de aceasta fortd §i acceleratia
imprimata;

E. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de aceastd fortd si masa corpului

asupra caruia actioneaza forta.

11 — Un corp cu masa de 4 kg are energia cinetica de 50 J. Datoritd unei forte de
rezistenta la inaintare, impulsul corpului scade cu 16 N.s. Impulsul final al corpului este:
A.3N.:s; B.4N.s; C.8N.s; D.5N.s; E.10N.s.

12 — Un camp de forte este conservativ daca:
A. energia potentiala este constantd de-a lungul liniilor de camp;
B. lucrul mecanic nu depinde de stérile initiala si finala;
C. lucrul mecanic nu depinde de drum ci doar de starile initiald si finala;
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D. fortele nu sunt functii de punct;
E. energia totald nu se conserva.

13 — Intr-un camp conservativ de forte variatia energiei potentiale intre doud stari este:
A. egald cu variatia energiei cinetice Intre acele stari;
B. egala si de semn contrar cu lucrul mecanic al fortelor conservative;
C. egala cu variatia energiei cinetice plus variatia lucrului mecanic intre acele
stari;
D. proportionala cu variatia de viteza;
E. totdeauna mai mare ca variatia energiei cinetice.

14 — Lucrul mecanic al greutitii este:

A. independent de drumul parcurs de punctul material si dependent de legea de
miscare a acestuia;

B. dependent de drumul parcurs de punctul material si independent de legea de
miscare a acestuia;

C. dependent de drumul parcurs de punctul material si de legea de miscare a
acestuia;

D. este egal cu produsul greutdtii prin diferenta de nivel h dintre pozitiile
initiala si cea finala a punctului material;

E. nici un raspuns nu este corect.

15 — Un corp este lasat si cadd liber de la iniltimea h = 180 m. in momentul cand
atinge Pamantul are impulsul p = 30 Ns. Energia cinetica a corpului in acest moment

este:
A.800J; B.900J; C.450J; D.9901J; E.9KIJ.

16 — Lucrul mecanic efectuat de o forta disipativa care actioneaza asupra unui corp
situat Intr-un camp conservativ de forte este egal:

si de semn opus cu variatia energiei cinetice a sistemului;

si de semn opus cu variatia energiei potentiale a sistemului;

cu variatia energiei mecanice a sistemului;

cu suma Intre energia cineticd si potentiald a sistemului;

cu lucrul mecanic efectuat de fortele conservative.

moO 0w

17 — Care este modulul momentului cinetic fatd de un punct O al unui punct material de
masa m, viteza v, situat la distanta r fatd de O (o este unghiul dintre vectorul de pozitie
si vectorul impuls)?

A. r.mv.sina; B.r.mv.cosa; C.r.v. sina;

D. r.v.cosa; E. nici un raspuns nu e corect.

18 — Teorema variatiei momentului cinetic se enunta astfel:

A. variatia momentului cinetic Tn raport cu un punct fix este egala cu momentul
fortei care produce miscarea in raport cu acel punct;
viteza de variatie a momentului cinetic in raport cu un punct fix este egala cu
momentul fortei care produce miscarea in raport cu acel punct;
variatia momentului cinetic in raport cu un punct fix este egald cu momentul
fortei care produce miscarea in raport cu acel punct, luat cu semn schimbat;
momentul cinetic in raport cu un punct fix se conservd intr-un camp
conservativ;
momentul cinetic in raport cu un punct fix este nul intr-un cAmp conservativ.
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19 — Energia relativista a unei particule cu masa de repaus m, §i vitezd v,
corespunzatoare masei de miscare m, este:
2 2 2 2 2
A. mv7/2; B.myv7/2; C.myc; D.m,c7/2; E.mc".

20 — Determinati viteza unei particule relativiste daca energia cinetica a particulei este
egald cu energia sa de repaus.

A.2,6.10°m/s; B.3.10"m/s; C.2,6.10"m/s; D.1,5.10° m/s;

E. 1,5.10" m/s.

Raspunsuri corecte:
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