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Prefa�� 
 

  

 Prezenta lucrare este un curs de fizic� general� destinat 

studen�ilor de la specializarea „Inginerie economic� industrial�”, 

înv���mânt superior tehnic cu frecven�� redus�. 

 Scopul lucr�rii este de a prezenta un ciclu de lec�ii care s� 

permit� atât însu�irea, de c�tre studen�ii încep�tori în studiul 

ingineriei, a no�iunilor de baz� ale fizicii ca �tiin�� a naturii cât �i 

formarea unor speciali�ti cu o gândire sistematic�. 

 Din materialul bibliografic am selectat �i dezvoltat acele 

capitole care au strâns� leg�tur� cu obiectele de specialitate, 

�inând cont �i de pozi�ia disciplinei fizic� în planul de înv���mânt 

- anul I. 

 Capitolele în care este structurat cursul – Mecanic� fizic�, 

Oscila�ii �i unde elastice, Electricitate �i magnetism – nu 

constituie unit��i închise, fiind legate unele de altele prin exemple 

care se refer� la fenomene ce urmeaz� a fi prezentate sau prin 

referiri la legi �i no�iuni discutate anterior. La sfâr�itul fiec�rui 

capitol au fost incluse probleme propuse pentru rezolvare fiind 

indicat r�spunsul.  

 Dezvoltarea cursului se face din aproape în aproape, într-o 

succesiune fireasc�. Nivelul matematic este accesibil, redus la 

strictul necesar, în centrul aten�iei aflându-se explica�ia sensului 

fizic al fenomenelor. Pentru a veni în sprijinul studen�ilor, am 

expus în Anexa A1 a cursului principalele no�iuni de analiz� 

matematic�, aceste elemente fiind indispensabile în prezentarea 

elevat� a unor legi fizice.  

   

 

 
                        Conf. dr.  Antoaneta Ene 
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 Mecanica fizic� este ramura fizicii care studiaz� mi�carea corpurilor, cauzele care produc 

mi�carea �i stabile�te condi�iile de repaus ale corpurilor. În func�ie de valoarea vitezei de deplasare 

a corpurilor, mecanica se clasific� în mecanic� clasic� �i mecanic� relativist�. Mecanica clasic� 

studiaz� deplas�rile corpurilor având viteze mult mai mici decât viteza luminii în vid, în timp ce 

mecanica relativist� studiaz� deplas�rile acelor corpuri care au viteze apropiate de viteza luminii în 

vid. 

 

1.1. MECANICA CLASIC� A PUNCTULUI MATERIAL 

 
1.1.1. Cinematica punctului material 

 Cinematica studiaz� mi�carea mecanic� a corpurilor f�r� a lua în considera�ie cauzele 

care determin� aceast� mi�care. 

 Un corp se afl� în mi�care atunci când î�i modific� pozi�ia fa�� de alte corpuri considerate 

fixe �i este în repaus când nu-�i schimb� pozi�ia fa�� de acestea. Un corp oarecare, considerat fix, 

fa�� de care se raporteaz� mi�carea altor corpuri, determin� un sistem de referin�� care este un 

sistem de coordonate tridimensional legat rigid de corpul fix. Deoarece în realitate nu exist� 

corpuri absolut fixe, nu exist� sisteme de referin�� absolut fixe �i deci mi�c�rile sunt relative. 

 Pozi�ia la un moment dat a unui corp este determinat� de vectorul de pozi�ie r
�

 care este 

vectorul ce une�te originea sistemului de coordonate, O, cu punctul P în care se g�se�te corpul (fig. 

1.1.1). 

Pentru studiul mi�c�rii corpurilor se folose�te modelul punctului material. Vom numi 

punct material un ansamblu ale c�rui dimensiuni pot fi neglijate în raport cu distan�a parcurs�. 

Mi�carea unui punct material este caracterizat� prin traiectorie �i prin legea de mi�care. 

Traiectoria reprezint� locul geometric al tuturor punctelor prin care trece mobilul în timpul 

deplas�rii. Legea de mi�care reprezint� legea de varia�ie a vectorului de pozi�ie a unui punct 

material în func�ie de timp în raport cu un punct considerat fix. 

                     

                         z                                                                                      1v
�

 

        P(x,y,z)                                r
�

∆                  2v
�

 

                                            r
�

            traiectorie               1r
�

                       2r
�

 

     

 

                       z1

�

       r1

�

 

                x1

�

       O       y1

�

    y                                 O 

                                                            

      x 

                                 Fig. 1.1.1                                                 Fig. 1.1.2 

 

Mi�carea este deci determinat� când se cunoa�te  func�ia : 

                    )t(rr
��

=                              (1.1.1)   

care reprezint� ecua�ia de mi�care a punctului material. 
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Vectorul de pozi�ie se scrie în func�ie de coordonatele sale sub forma: 

                    zyx 1.z1.y1.xr

����
++=                              (1.1.2)  

x1

�

, y1

�

 �i z1

�

  fiind versorii (vectorii unitate) axelor Ox, Oy �i Oz ale sistemului de referin�� ales. 

Mi�carea este cunoscut� dac� �tim cum se modific� în timp coordonatele punctului material, deci 

cunoscând func�iile : 

                                                          

�
�

�
�

�

=

=

=

)t(zz

)t(yy

)t(xx

                                        (1.1.3) 

 Func�ia vectorial� )t(r
�

 trebuie s� satisfac� anumite restric�ii impuse de fenomenul fizic al 

mi�c�rii punctului. Astfel ea trebuie s� fie continu� �i uniform� (deoarece în conformitate cu 

principiul perfectei localiz�ri, punctul material nu poate ocupa simultan mai multe pozi�ii distincte 

în spa�iu), finit� în modul �i derivabil�. Ecua�iile (1.1.3) pot fi considerate ca fiind ecua�iile 

parametrice ale traiectoriei, parametrul fiind timpul, sau ecua�iile cinematice ale mi�c�rii. Ecua�ia 

traiectoriei se afl� eliminând timpul din ecua�iile parametrice. 

 Schimbarea pozi�iei unui mobil în timpul mi�c�rii este determinat� de vectorul deplasare, 

∆ r
�

 (fig. 1.1.2) care se exprim� sub forma:  

                 ∆ r
�

 = 2r
�

 - 1r
�

               (1.1.4) 

corespunz�tor intervalului de timp ∆t = t2 - t1.  

Dac� intervalul de timp este foarte mic, vectorul deplasare se confund� cu spa�iul parcurs 

de mobil. Se define�te viteza punctului material ca fiind:     

                                                r
dt

rd

t

r
limv

0t

��
��

�
==

∆

∆
=

→∆
                             (1.1.5) 

care, a�a cum se observ� din figura 1.1.2, este tangent� la traiectoria mobilului.  

 �inând cont de (1.1.2), rela�ia (1.1.5) devine : 

                zyxzyx 1z1y1x1.
dt

dz
1.

dt

dy
1.

dt

dx
v

�
�

�
�

�
�

����
++=++=           (1.1.6) 

sau :                        

                                             zzyyxx 1.v1.v1.vv

����
++=                        (1.1.6

’
) 

unde vx, vy �i vz sunt componentele vectorului v
�

 de-a lungul axelor de coordonate. 

Viteza medie este: 

                                                             
t

r
v

m ∆

∆
=

�
�

 

�i are direc�ia secantei la traiectorie (direc�ia vectorului deplasare ∆ r
�

). 

 Modulul vectorului vitez� se calculeaz� cu rela�ia : 

                         
2
z

2
y

2
x vvvvv ++==

�
              (1.1.7) 

 Dac� s(t) reprezint� dependen�a de timp a distan�ei parcurse de mobil pe traiectorie, 

atunci modulul vitezei se determin� din rela�ia: 

                                                             s
dt

sd
v �==  

 Dac� r1

�

 este versorul razei vectoare r
�

 (fig. 1.1.1), rela�ia (1.1.5) se mai poate scrie sub 

forma : 

                
dt

dr
1

dt

1d
r

dt

)1.r(d
v r

rr
�

��

�
+==              (1.1.8) 
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în care r este modulul vectorului de pozi�ie. Din rela�ia (1.1.8) se observ� c� la viteza v
�

 contribuie 

doi termeni: o varia�ie a direc�iei razei vectoare, reprezentat� de 
dt

1d
.r

r

�

 �i o varia�ie a modulului 

vectorului de pozi�ie, r1.
dt

dr �

. 

 Dac� vectorul vitez� a punctului material variaz� în timp se define�te vectorul accelera�ie 

ca fiind : 

                    v
dt

vd

t

v
lima

0t

��
��

�
==

∆

∆
=

→∆
                              (1.1.9) 

sau, �inând cont de (1.1.5) :      

                                                          r

dt

rd
a

2

2
���

�
�

==                              (1.1.10) 

Ultimele dou� rela�ii se scriu în func�ie de componentele vectorilor v
�

 �i r
�

astfel: 

=++=++= z
2

2

y
2

2

x
2

2

z
z

y

y

x
x

1.

dt

zd
1.

dt

yd
1.

dt

xd
1.

dt

dv
1.

dt

dv

1.
dt

dv
a

�������
 zyx 1.z1.y1.x

�
��

�
��

�
�� ++=  

sau:                              

                                               zzyyxx 1a1a1aa

����
++=              (1.1.10

’
)  

unde ax, ay, az sunt componentele accelera�iei în lungul celor trei axe de coordonate. 

 

Modulul accelera�iei este : 

                         
2
z

2
y

2
x aaaaa ++==

�
                (1.1.11) 

 
1.1.2. Dinamica clasic� a punctului material 
Dinamica studiaz� mi�carea mecanic� a corpurilor �inând cont atât de for�ele care produc 

mi�carea cât �i de masele corpurilor în mi�care. 

 

1.1.2.1. Legile fundamentale ale mecanicii clasice a punctului material 

Aceste legi au fost formulate de Newton �i sunt rezultatul unui num�r mare de experien�e 

�i din aceast� cauz�, adesea sunt enun�ate ca principii : 

 

 1. LEGEA INER�IEI se enun�� astfel: "un punct material asupra c�ruia nu 
ac�ioneaz� nici o for��, r�mâne în repaus sau se deplaseaz� rectiliniu �i uniform".  Deci,       

0a =
�

  dac�  0F =
�

. 

Introducând no�iunea de impuls :      

                                                         vmp
��

=               (1.1.12) 

unde m este masa particulei (punctului material), considerat� constant� în cazul clasic, atunci din 

condi�ia 0a =
�

 rezult� .constv =
�

 �i legea iner�iei poate fi enun�at� �i în felul urm�tor : "În 

absen�a for�elor exterioare impulsul unui punct material r�mâne constant".  Aceast� formulare 

pune în eviden�� faptul c� legea iner�iei este o lege de conservare a impulsului. 

2. LEGEA VARIA�IEI IMPULSULUI sau LEGEA FOR�EI este principiul 

fundamental care define�te for�a ca fiind propor�ional� cu viteza de varia�ie a impulsului: 

"derivata impulsului în raport cu timpul este egal� cu for�a care produce mi�carea" : 

                           Fp
dt

pd
)vm(

dt

d �
��

�
�

===              (1.1.13) 

Cum  m = const. rezult� :      
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                                                Famvm
dt

vd
m

����
�

===                  (1.1.14) 

sau, �inând cont de expresia (1.1.10) a accelera�iei, 

                  
2

2

dt

rd
mF

�
�

=                                       (1.1.15) 

care pe componente se scrie : 

                        

�
�

�
�

�

=

=

=

zmF

ymF

xmF

z

y

x

��

��

��

                 (1.1.16) 

rela�ii numite ecua�iile diferen�iale ale mi�c�rii.  

Prin integrarea succesiv� a rela�iilor (1.1.16) se ob�in pe rând, componentele vitezei �i 

ecua�iile parametrice ale traiectoriei )t(zz);t(yy);t(xx ===  care depind astfel de dou� 

constante de integrare, sau, mai general, legea de mi�care a punctului material )t(rr
��

= . Pentru a 

putea determina starea mecanic� a acestuia (pozi�ia �i viteza sa) la un moment dat este necesar� 

cunoa�terea constantelor de integrare �i acest lucru se poate face dac� se dau a�a numitele condi�ii 

ini�iale adic� pozi�ia �i viteza punctului material la un moment dat pe care-l alegem ca origine a 

timpului, t=0. 

 

 3. LEGEA AC�IUNILOR RECIPROCE se enun�� în felul urm�tor: "întotdeauna 
fiec�rei ac�iuni i se opune o reac�iune egal� în modul �i de sens contrar" : 

                                                         2112 FF

��

−=                                         (1.1.17) 

 Ac�iunea �i reac�iunea se exercit� ca perechi, ac�ioneaz� simultan asupra a dou� corpuri 

diferite �i au direc�ia în lungul dreptei ce une�te cele dou� corpuri. 

 

 4. LEGEA INDEPENDEN�EI AC�IUNII FOR�ELOR sau LEGEA 

SUPERPOZI�IEI FOR�ELOR afirm� c� "for�ele la care este supus un punct material 
ac�ioneaz� independent unele de altele". 

 Conform acestui principiu ac�iunea simultan� a mai multor for�e )n,1i(Fi =
�

 asupra unui 

punct material poate fi înlocuit� prin rezultanta lor F

�

 �i, invers, o for�� poate fi descompus� în 

componente �i ac�iunea lor este echivalent� cu ac�iunea for�ei rezultante: 

                                                          �=
=

n

1i

iFF

��

                                       (1.1.18)                                                

 1.1.2.2. Teoremele generale ale dinamicii punctului material 

Teoremele generale ale dinamicii punctului material sunt consecin�e ale principiilor 

dinamicii �i permit în multe cazuri determinarea  ecua�iei  de mi�care f�r� a mai fi necesar� 

integrarea ecua�iilor diferen�iale ale mi�c�rii (1.1.16). Pentru analizarea acestor teoreme 

consider�m un punct material de mas� m, asupra c�ruia ac�ioneaz� o for�� F

�

. 

 

1. TEOREMA IMPULSULUI: “Derivata în raport cu timpul a impulsului punctului 
material este egal� cu rezultanta for�elor aplicate”. 

                                                         F
dt

pd �
�

=                                        (1.1.19)     

 Dac� for�a care ac�ioneaz� asupra punctului material este nul�, impulsul se conserv�: 

)t(p)t(p0
dt

pd
0F 21

��
�

�

=⇔=⇔=  
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 2. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC 

 Momentul cinetic al unui punct material în mi�care în raport cu un punct fix O este 

m�rimea fizic� vectorial� : 

                                 prL
���

×=                                       (1.1.20) 

unde r
�

 este vectorul de pozi�ie al punctului material fa�� de acel punct iar p
�

 impulsul acestuia 

(fig. 1.1.3). 

În cazul în care punctul material este legat de punctul fix O �i asupra lui  ac�ioneaz� o 

for�� F

�

, se define�te momentul for�ei în raport cu punctul O ca fiind: 

FxrM

���

=                                (1.1.21) 

Derivând L

�

 în raport cu timpul se ob�ine : 

          MFxr
dt

pd
xrpx

dt

rd
)pxr(

dt

d

dt

Ld ���
�

��
�

��
�

==+==       (1.1.22) 

unde                                                       pxvpx
dt

rd ���
�

= = 0 

 deoarece vectorii sunt coliniari.  

       L

�

 

 

 

 

 

            vmp
��

=  

           O  r
�

                       v
�

 

           m  

Fig. 1.1.3 

 

Astfel se poate enun�a teorema varia�iei momentului cinetic: “viteza de varia�ie a 
momentului cinetic în raport cu un punct fix este egal� cu momentul for�ei care produce 
mi�carea în raport cu acel punct”. 

 Dac� punctul material este izolat  ( F

�

= 0) sau se afl� într-un câmp  central (for�a F

�

 ce 

ac�ioneaz� asupra lui este pe direc�ia razei vectoare, suportul acesteia trecând printr-un punct fix 

numit centrul câmpului, ca de exemplu for�a centripet�, for�a elastic�, greutatea corpurilor), 

momentul M

�

 este nul �i momentul cinetic se conserv� (r�mâne constant în timp). 

 Deci se poate scrie  teorema conserv�rii momentului cinetic:  

)t(L)t(L0
dt

Ld
0M 21

��
�

�

=⇔=⇔=  

 

3. TEOREMA ENERGIEI CINETICE   

 Prin defini�ie, lucrul mecanic elementar d�� efectuat de o for�� F

�

, când punctul de 

aplica�ie al acestei for�e se deplaseaz� cu d r
�

, este egal cu produsul scalar dintre F

�

 �i  d r
�

: 

                           d� )rd,F(cos.dr.Frd.F
����

==                    (1.1.23) 

Dac� în rela�ia de defini�ie (1.1.23) se înlocuie�te expresia for�ei (1.1.13) rezult�: 
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       d� vdvm)vm(dvdtv)vm(
dt

d
rd)vm(

dt

d ��������
====  

sau:                         d� Tdvm
2

1
dvm

2

1
d

22 =�
�

�
	



�
=�

�

�
	



�
=

�
               (1.1.24) 

unde s-a notat :                    

                                                         
2

vm
2

1
T =                (1.1.25) 

m�rime care reprezint� energia cinetic� (de mi�care). 

Dac� deplasarea sub ac�iunea for�ei are loc între punctele A �i B (fig.1.1.4), lucrul 

mecanic efectuat va fi : 

               � AB
2

vm

2

vm
TTTdrd.F

2

A
B

A

2

B
AB

B

A

−� =−=� ==
��

          (1.1.26) 

                        

            z                    C2  

 

                    F

�

                   

                                                                                                      C2’               

  
A

r
�

      F

�

                                       

  
B
r
�

                                                                                          

   O                                        

                                       O           y      

                                                                     x 

                        Fig. 1.1.4                                                    Fig. 1.1.5 

  Rela�ia (1.1.26) reprezint� con�inutul teoremei varia�iei energiei cinetice care se enun�� 

în felul urm�tor: "varia�ia energiei cinetice a unui punct material de mas� constant� ac�ionat de 
o for�� într-un interval de timp, este egal� cu lucrul mecanic efectuat de for�a care ac�ioneaz� 
asupra acestuia în intervalul de timp considerat". 

Dac� rezultanta for�elor care ac�ioneaz� asupra punctului material este nul�, sau este 

perpendicular� pe direc�ia deplas�rii, din defini�ia (1.1.23) a lui ��rezult� c� lucrul mecanic este 

nul �i conform (1.1.26) energia cinetic� se conserv�. 

Acela�i lucru mecanic poate fi efectuat în diferite intervale de timp �i de aceea în practic� 

e important �i timpul în care se realizeaz� lucrul mecanic respectiv. Pentru caracterizarea 

mecanismelor �i motoarelor se folose�te no�iunea de putere mecanic�, definit� ca m�rimea fizic� 

numeric egal� cu lucrul mecanic efectuat în unitatea de timp: 

         
dt

d

t
limP

0t

��
=

∆

∆
=

→∆
                                 (1.1.27) 

sau, �inând cont de (1.1.23), pentru F

�

= const. se ob�ine: 

              v.F
dt

rd
FP

��
�

�

==                                   (1.1.28) 

deci la for�e egale puterea depinde de vitez�. 

 

4. TEOREMA CONSERV�RII ENERGIEI MECANICE 

 S-a constatat c� exist� for�e, cum sunt for�ele câmpului gravita�ional, elastic sau 

electrostatic, numite for�e conservative, pentru care lucrul mecanic nu depinde de forma drumului 

parcurs ci numai de pozi�iile ini�ial� �i final� (fig. 1.1.5): 

(C) 

C1 

a 

b 

2 

1 

B 

A 
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                            �� � �==

1 2C C

rdFrdF
����

                 (1.1.29) 

Pentru conturul închis C = 1a2b1 se poate scrie, �inând cont de (1.1.29) : 

                        � =−�=�+�=�
2121 CC'CCC

0rdFrdFrdFrdFrdF
����������

               (1.1.30)  

sau :                               

                                        0)dzFdyFdxF(rdF zy

C

x

C

=++�=�
��

                   (1.1.31) 

Rela�iile (1.1.30) �i (1.1.31) arat� c� lucrul mecanic al for�elor conservative efectuat pe o 

traiectorie închis� este nul �i din punct de vedere matematic (rela�ia A.1.23 din anexa A1) 

reprezint� condi�ia necesar� �i suficient� ca lucrul mecanic elementar rdF
��

 (integrandul din 1.1.31) 

s� fie o diferen�ial� total� a unei func�ii scalare U(x,y,z) numit� poten�ialul for�ei sau energie 

poten�ial� care depinde de pozi�ia punctului material, f�r� s� depind� de timp: 

                     dUrdF −=
��

                 (1.1.32) 

unde semnul minus indic� sc�derea  acesteia atunci când for�a câmpului efectueaz� lucru mecanic. 

Ultima rela�ie se mai poate scrie, �inând cont de rela�ia (A.1.7) din anexa A1 pentru o 

diferen�ial� total� exact�: 

              ��
�

�
		



�

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
−=++ dz

z

U
dy

y

U
dx

x

U
dzFdyFdxF zyx  

echivalent� cu urm�toarele egalit��i corespunz�toare componentelor for�ei : 

  
z

U
F;

y

U
F;

x

U
F zyx

∂

∂
−=

∂

∂
−=

∂

∂
−=                  (1.1.33) 

cu proprietatea (A.1.9): 

    
x

F

y

F yx

∂

∂
=

∂

∂
;   

y

F

z

F
zy

∂

∂
=

∂

∂
;   

z

F

x

F xz

∂

∂
=

∂

∂
                (1.1.34) 

Astfel, se poate defini vectorul for��: 

                  UFUgradF −∇=⇔−=
��

                (1.1.35) 

unde operatorul  vectorial ∇ (nabla) definit în anex� (rela�ia A.1.12), 

zyx 1
z

1
y

1
x

���

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇ , 

aplicat unei func�ii scalare, poart� numele de gradient. 

  Expresiile (1.1.34) conduc la rela�iile: 

                      0
z

F

x

F
;0

y

F

z

F

;0
x

F

y

F
xzzyyx =

∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂
−

∂

∂
=

∂

∂
−

∂

∂
      (1.1.36) 

 Definind rotorul vectorului F

�

(rela�ia A.1.17) ca produsul vectorial : 

       

zyx

zyx

FFF

zyx

111

FxFrot
∂

∂

∂

∂

∂

∂
=∇=

���

��

                        (1.1.37) 

se observ� c� în stânga rela�iilor (1.1.36) sunt chiar componentele vectorului rot F

�

. Rezult� astfel: 

                   0Fx =∇
�

                     (1.1.38) 

care reprezint� o alt� caracterizare a for�elor conservative �i totodat� condi�ia necesar� �i 

suficient� ca for�a câmpului s� derive dintr-un poten�ial. 
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 La acest rezultat se putea ajunge �i folosind teorema lui Stokes (A.1.22) de transformare a 

integralei curbilinii în integral� de suprafa��, pe suprafa�a S delimitat� de conturul (C) : 

0Sd)Fx(rdF

C S

=� �� ∇=
����

 

de unde se ob�ine 0Fx =∇
�

�i deoarece rotorul unui gradient este întotdeauna nul (rela�ia 

A.1.31), rezult� defini�ia pentru o for�� conservativ�, ca gradientul cu semn schimbat al energiei 

poten�iale : F

�

=  - grad U. 

 Rela�ia (1.1.32) se mai scrie: 

                   UdrdFd −==
��

�                 (1.1.39) 

�i lucrul mecanic efectuat între dou� puncte A �i B va fi : 

                       � � −=−==
B

A

B

A

BA
UU)dU(rdF

��

��
�              (1.1.40) 

unde UA �i UB sunt energiile poten�iale corespunz�toare punctelor A respectiv B, care sunt 

determinate pân� la o constant� arbitrar�. Deci lucrul mecanic efectuat de for�ele câmpului între 
dou� puncte este egal cu varia�ia energiei poten�iale între punctele respective, luat� cu semn 
schimbat. 
 Alegând un punct de referin�� P0 (spre exemplu la infinit, unde câmpul de for�e se 

anuleaz� în general) se poate defini energia poten�ial� a punctului material într-un punct P( r
�

) ca 

fiind lucrul mecanic al for�elor câmpului, cu semn schimbat, pentru deplasarea punctului material 

din punctul de referin�� P0 în punctul considerat: 

             rdF)r(U

P

P0

���
�−=                                     (1.1.41) 

  Suprafe�ele pe care energia poten�ial� este constant� (U=const.) se numesc suprafe�e 

echipoten�iale (descrise în §A.1.4.1). For�a câmpului conservativ, F

�

, este perpendicular� pe 

suprafe�ele echipoten�iale �i îndreptat� în sensul descre�terii energiei poten�iale (fig. 1.1.6), 

conform defini�iei (1.1.35). Un punct material situat într-un câmp conservativ evolueaz� c�tre 

pozi�ia caracterizat� de un minim al energiei poten�iale (pozi�ia de echilibru stabil) �i aceast� 

tendin�� are o valabilitate general� în sensul c� este tendin�a natural� a tuturor sistemelor de a 

trece de la st�ri cu energie poten�ial� mai mare c�tre st�ri cu energie poten�ial� mai mic�, adic� 

tind c�tre o stare c�reia îi corespunde o valoare minim� a energiei poten�iale.         

 

                         linii de for�� 

                F

�

    

                                                                                                       

                suprafe�e                                                                         U1 

             echipoten�iale                                F

�

                                      

             

                                                                                                       U2 

                                                                     F

�

                                                    U1 < U2 < U3 

 

                                                                                                     U3 

 

Fig. 1.1.6 
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Conform (1.1.24) �i (1.1.39) s-a ob�inut c�: 

.constUT0)UT(
dt

d
dUdTd =+
=+⇔−==�  

sau, notând suma dintre energia cinetic� �i cea poten�ial� cu E (energia mecanic�): 

                 .constEUTUT BBAA ==+=+                (1.1.42) 

care reprezint� teorema conserv�rii energiei mecanice, eviden�iind faptul c� “în timpul mi�c�rii 
într-un câmp de for�e conservativ are loc o transformare reciproc� a energiei cinetice în energie 
poten�ial� dar energia mecanic� r�mâne constant�”. 
 Dac� punctul material este situat într-un câmp conservativ �i este supus în acela�i timp la 

o for�� neconservativ� (disipativ�) 'F

�

(spre exemplu o for�� de frecare), lucrul mecanic al for�ei 

neconservative este egal cu varia�ia energiei mecanice a corpului: 

          Erd.'F

B

A

∆=�=
��

������
�                               (1.1.43) 

 

 

1.2. ELEMENTE DE DINAMIC� RELATIVIST� 

 

1.2.1. Rela�ia dintre mas� �i energie în dinamica relativist� 
 Pentru viteze foarte mari ale corpurilor, apropiate de viteza luminii în vid (c), masa de 

mi�care (masa relativist�) nu mai este constant�, ca în cazul dinamicii clasice, ci cre�te cu viteza 

dup� legea (fig.1.2.1): 

                                                       

2

2

o

c

v
1

m
)v(m

−

=                                   (1.2.1) 

unde om este masa de repaus, deci nu este doar func�ie de propriet��ile corpului (particulei) ci �i 

de starea de mi�care a acestuia. Ea nu este o m�rime invariant�, având valori diferite în referen�iale 

diferite. Cre�terea masei relativiste cu viteza a fost verificat� experimental studiind sarcina 

specific� a electronilor pentru diferite viteze; s-a constatat c� sarcina specific� e/m este mai mic� 

pentru electronii rapizi decât pentru cei len�i. Varia�ia masei de mi�care cu viteza a putut fi 

observat� �i în procesele de ciocnire dintre particulele elementare. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.2.1 

 Pornind de la rela�ia de defini�ie a for�ei, care are aceea�i form� (1.1.13) ca �i în mecanica 

clasic�,  

)vm(
dt

d

dt

pd
F ==  

c 

om

v 

m 
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se ob�ine: 

dvmdmvdtF +=  

de unde, prin înmul�ire cu v (
dt

dr
v = ), se ob�ine lucrul mecanic elementar al for�ei F: 

                                                       dvvmdmvdrFd
2 +==�                        (1.2.2) 

Diferen�iind rela�ia (1.2.1) rezult�: 

dvv2

c

1

c

v
1

2

1
mdm

2

2/3

2

2

o �
�
�

�
	
	



�
−

�
�

�

�

	
	




�
−�

�

�
	



�
−=

−

 

de unde, 

222/1

2

2

o

2

2
2

2/3

2

2
2

o

vc

dvvm

c

v
1

dvvm

c

v
1c

1

c

v
1c

dvvm
dm

−
=

�
�

�

�

	
	




�
−�

�

�

�

	
	




�
−

=

�
�

�

�

	
	




�
−

=  

sau  

dvvmdm)vc(
22 =−  

�i (1.2.2) devine: 

dTdmcdmvdm)vc(d
2222 ==+−=�  

Integrând aceast� rela�ie se ob�ine  energia cinetic�: 

                                   
2

o

T

0

m

m

2
c)mm(TdTdmc

o

−=
�=�             (1.2.3) 

Se define�te energia relativist� (total�) E a unei particule libere (în absen�a câmpurilor de 

for�e) ca produsul dintre masa de mi�care �i p�tratul vitezei luminii: 

              

2

2

2
o2

c

v
1

cm
mcE

−

==                        (1.2.4) 

numit� �i rela�ia lui Einstein, care arat� c� orice particul� care are mas� are �i energie. Aceast� 

leg�tur� dintre mas� �i energie mai este denumit� �i legea echivalen�ei dintre mas� �i energie. 

Aceast� echivalen�� nu trebuie confundat� cu no�iunea de identitate; masa �i energia reprezint� 

caracteristici diferite ale particulelor. Legea echivalen�ei stabile�te propor�ionalitatea dintre ele.  

Energia de repaus (pentru v = 0), este diferit� de zero în cazul relativist: 

                                                         
2

oo cmE =                                             (1.2.5) 

rela�ia (1.2.3) scriindu-se: 

                                                         oEET −=                                               (1.2.6) 

Dac� viteza de deplasare a particulei este mult mai mic� decât viteza luminii, se dezvolt� expresia 

1

2

2

c

v
1

−

��
�

�

�

		
	




�
− din rela�ia (1.2.4) în serie de puteri �i se p�streaz� primii doi termeni, rezultând: 

        
2

0

2

02

2
2

0
vm

2

1
cm...

c2

v
1cmE +≅

�
�

�

�

	
	




�
++=    

Al doilea termen din membrul drept coincide cu energia cinetic� clasic� a particulei (1.1.25).  
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1.2.2. Rela�ia dintre impuls �i energie în dinamica relativist�.  
Leg�tura dintre masa de repaus m0 �i impulsul relativist p

�
 este dat� de rela�ia: 

      p
�

= m(v)⋅ v
�

 

2

2

0

c

v
-1

vm
�

= .                               (1.2.7) 

 Pentru viteze mici, v << c, aceast� rela�ie coincide cu cea clasic� din mecanica 

newtonian�. S-ar p�rea c� masa m0 coincide cu masa particulei când aceasta se mi�c� cu vitez� 

mic�. Propriet��ile masei de repaus m0 sunt îns� esen�ial diferite de cele ale masei considerate în 

cadrul teoriei clasice. Masa de repaus nu satisface legea de conservare. Exist� procese în care masa 

total� a particulelor înainte de procesul fizic nu este egal� cu masa total� a particulelor care rezult� 

dup� desf��urarea acestuia. Neconservarea masei de repaus rezult� �i din faptul c� masa de repaus 

m0 nu este o proprietate general� a particulelor; spre exemplu, fotonii �i neutrinii au masa de 

repaus nul�. Masa de repaus este o caracteristic� foarte important� a corpurilor. Fiecare particul� 

elementar� sau fundamental� are o mas� de repaus m0 bine determinat�. 

 În teoria relativit��ii se admite legea conserv�rii energiei �i a impulsului �i din rela�ia lui 

Einstein rezult� c� se conserv� �i masa relativist�. Spre deosebire de mecanica clasic�, unde exist� 

dou� legi de conservare pentru energie �i, respectiv, mas�, în teoria relativit��ii ele sunt reunite 

într-una singur� �i anume în legea conserv�rii energiei totale. 

 Eliminând viteza particulei din rela�iile (1.2.4) �i (1.2.7) se ob�ine rela�ia dintre impulsul 

�i energia relativist�: 

                                                  
42

o

222
cmcpE +=                                    (1.2.8) 

  

 

 

PROBLEME PROPUSE LA CAPITOLUL 1 
 

1.1. Un mobil se deplaseaz� dup� ecua�iile parametrice  x = 4 + 6 t
2
 �i  y= 3 t

2
 – 1, unde x 

�i y se dau în cm, iar t în s. S� se determine traiectoria mobilului, m�rimea vitezei �i a accelera�iei. 

                                                                               R: 3
2

x
y −= ; cm/s 5 t6v = ; 

2
cm/s 5 6a =  

1.2. Un mobil execut� o mi�care rectilinie conform ecua�iei 
32

t
3

2
t2t5x −+= . S� se 

determine în ce moment viteza mobilului este maxim� �i care este aceast� valoare. 

  

                                                                                      R: [ ] s1t
max

vv
=

=
; ( ) s/m71vv

max
== . 

1.3.  S� se determine viteza �i spa�iul parcurs de un mobil a c�rui  accelera�ie depinde de 

vitez� dup� legea a = - kv
2
,  unde k este o constant� pozitiv�, cunoscând c� la t=0, v=v0 �i x=0. 

Care este dependen�a vitezei de spa�iul parcurs?. 

                                                                                   R:  kx

o
evv

−=  

1.4. O barc� cu motor întâmpin� din partea apei o for�� de rezisten�� propor�ional� cu 

p�tratul vitezei. În momentul când viteza b�rcii este s/m20v
o

= , motorul este oprit �i dup� un 

timp s2,17=τ  viteza b�rcii devine de e ori mai mic� (e – baza logaritmului natural). S� se 

determine distan�a parcurs� de barc� în acest timp. 

                                                                                                                      R: m100
1e

v
d

o =
−

τ
= . 
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1.5. Un corp punctiform de mas� m poate s� se mi�te rectiliniu (în lungul axei Ox, de 

exemplu). Asupra lui ac�ioneaz� o for�� îndreptat� în lungul aceleia�i axe, în sens pozitiv, egal� cu 

mxkF
2= , unde k este un coeficient constant iar x abscisa corpului. La momentul ini�ial, corpul 

se afl� în repaus la distan�a d de originea axei de mi�care. S� se afle ecua�ia spa�iului parcurs de 

corp neglijând frecarea dintre corp �i plan. 

                                                                                                   R:    ktch.d)ee(
2

d
x

ktkt =+= −
  

  1.6. Mi�carea în linie dreapt� a unui automobil de mas� kg1200m =  cu o vitez� 

uniform� v necesit�, pentru a putea învinge diversele frec�ri �i rezisten�a aerului, o for�� orizontal� 

a c�rei valoare, în newtoni, este dat� de rela�ia 
2

v2850F +=  (v în m/s). S� se determine for�a de 

rezisten�� �i puterea automobilului, în ipoteza mi�c�rii uniforme, în func�ie de viteza acestuia.  

                                                                   R:  2

r
v2F =   (N); v)v2850(P

2 ⋅+=    (W) 

1.7. Un punct material de mas� m se mi�c� pe o traiectorie circular� de raz� R sub 

ac�iunea unei for�e centrale de atrac�ie ,R

R

k
F

3

��

−= al c�rei suport trece prin centrul cercului iar k 

este o constant� pozitiv�. Determina�i: a)energia cinetic�, poten�ial� �i total� a punctului material; 

b)impulsul �i momentul cinetic al punctului material. 

                                                            R:    
R2

k
T = ; 

R

k
U −=  ;  

mR

k
p = ;  kmRL =  

1.8. Stabili�i forma suprafe�elor echipoten�iale pentru urm�toarele câmpuri centrale 

conservative:câmpul gravita�ional terestru, în apropierea suprafe�ei P�mântului 

)gmG.,constg(
���

== ; b)câmpul for�elor de atrac�ie newtoniene, ,r

r

km
F

3

��

−=  unde k este o 

constant� pozitiv� iar r
�

este vectorul de pozi�ie al corpului de mas� m fa�� de centrul de for��. 

 R: a) plane paralele cu planul xOy; b) sfere cu centrul în originea sistemului de 

axe de coordonate.  

 

1.9. Determina�i viteza unei particule relativiste dac�: 

a) impulsul relativist este mai mare de η = 2 ori decât impulsul newtonian al particulei; 

b) energia cinetic� a particulei este egal� cu energia sa de repaus. 

                                R: a) s/m106,21
c

v
82 ⋅=−η

η
= ;    b)  s/m106,23

2

c
v

8⋅==  

1.10. O particul� cu masa de repaus m0 se deplaseaz� de-a lungul axei Ox a unui 

referen�ial dup� legea 
222

tcax += , unde a este o constant�, c viteza luminii, iar t timpul. S� se 

determine ce for�� se exercit� asupra particulei în acest referen�ial. 

                                                                                                              R:
a

cm
F

2

0= . 

1.11. Determina�i accelera�ia unui electron în mi�care relativist� sub ac�iunea unei for�e 

constante, la momentul în care energia sa cinetic� devine T. 

                                                                                                      R:

3

2

o

o

cm

T
1

1

m

F
a

�
�
�
�
�

�

�

	
	
	
	
	




�

+

=  
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2.1.  OSCILA�II  ELASTICE 

 Orice mi�care în care se face o transformare periodic� sau pseudoperiodic� a unei forme 

de energie în alta poart� numele de oscila�ie. Oscila�iile elastice sunt acele oscila�ii în care energia 

cinetic� se transform� în energie poten�ial� �i invers. 

 Oscila�ia unui sistem izolat declan�at� printr-un impuls ini�ial care are frecven�� constant� 

se nume�te oscila�ie liber� (proprie) iar frecven�a mi�c�rii oscilatorii -  frecven�� proprie. 

 Dac� m�rimile ce caracterizeaz� mi�carea oscilatorie (masa, constantele elastice, 

coeficien�ii de propor�ionalitate între for�ele de frecare �i viteze) r�mân constante în timp, oscila�ia 

este liniar�. 

 

2.1.1. Mi�carea oscilatorie armonic� 
Mi�carea oscilatorie armonic� reprezint� mi�carea unui sistem mecanic izolat de-o parte 

�i de alta a unei pozi�ii de echilibru. Printr-o alegere convenabil� a sistemului de referin��, se poate 

considera c� mi�carea este unidimensional�, în lungul axei Ox. Starea de echilibru corespunde 

pozi�iei în care energia poten�ial� este minim�, adic�  

0

dx

Ud
,0

dx

dU

0
0 xx

2

2

xx

>
�
�

�

�

�
�

�

�
=�

�

�
�
�

�

==

, 

unde x0 este coordonata pozi�iei de echilibru. Dac� sistemul este dep�rtat de pozi�ia de echilibru ia 

na�tere o for�� elastic� care, pentru sistemul izolat, deriv� din energia poten�ial� (1.1.35) : 

                                 x1.
dx

dU
UgradF

��

−=−=                                 (2.1.1)  

Pentru determinarea acestei for�e e necesar� cunoa�terea energiei poten�iale. 

 Pentru deplas�ri mici (x - x0) fa�� de pozi�ia de echilibru expresia energiei poten�iale 

corespunz�toare pozi�iei x se poate dezvolta în serie Taylor (rela�ia A.1.10), cu limitare la primii 

termeni :  

     ......)xx(

dx

Ud

2

1
)xx(

dx

dU
)x(U)x(U

2

0

xx

2

2

0
xx

0

0
0

+−
�
�

�

�

�
�

�

�
+−�

�

�
�
�

�
+=

==

         (2.1.2) 

Din condi�ia de echilibru, rezult� c� al doilea termen din dezvoltare este nul. Dac� alegem 

prin conven�ie x0 = 0 �i  U(x0) = 0, expresia (2.1.2) devine : 

             
2

0x

2

2

x

dx

Ud

2

1
)x(U

=
�
�

�

�

�
�

�

�
≈                   (2.1.3) 

Notând constanta elastic� cu 

                    0

dx

Ud
k

0x

2

2

>
�
�

�

�

�
�

�

�
=

=

      (2.1.4) 

rela�ia (2.1.3) devine : 

                        
2

xk
2

1
)x(U =      (2.1.5) 

de unde rezult� expresia for�ei (2.1.1) ce ac�ioneaz� asupra sistemului mecanic:  

                           
x

1.xkF

��

−=                   (2.1.6) 
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Aceast� for�� este o for�� de tip elastic, fiind îndreptat� spre pozi�ia de echilibru �i având 

intensitatea propor�ional� cu deplasarea. 

 Constanta elastic� k dat� de (2.1.4) caracterizeaz� câmpul de for�e �i este dependent� de 

natura mediului. 

 Dac� se reduce sistemul mecanic la un punct material cu masa m, ecua�ia de mi�care a 

acestuia sub ac�iunea for�ei elastice este :  

0xkxmxkxm =+⇔−= ���� . 

Împ�r�ind ecua�ia prin m se ob�ine : 

                            0xx
2

o
=ω+��                  (2.1.7) 

unde s-a notat 

                                      
m

k2

o
=ω                  (2.1.8) 

o
ω  fiind pulsa�ia proprie. 

 Ecua�ia (2.1.7) este o ecua�ie diferen�ial� liniar� �i omogen� de ordinul al doilea cu 

coeficien�i constan�i, cu solu�ii de forma  
t

e
λ

 �i care introduse în ecua�ia (2.1.7) determin� ecua�ia 

caracteristic� pentru λ : 

               0
2

o

2 =ω+λ     (2.1.9) 

având solu�iile pur imaginare:           

                                                    
o2,1

i ω±=λ                 (2.1.10) 

 �inând cont de rela�ia (2.1.10) se ob�ine solu�ia general� a ecua�iei (2.1.7) de forma unei 

combina�ii liniare a solu�iilor liniar independente 
t

1e
λ
�i 

t
2e

λ
: 

                
titi

oo e"Ce'Cx
ω−ω

+=                (2.1.11) 

C’ �i C’’ fiind constante arbitrare de integrare, în general complexe. Pentru ca x s� fie o m�rime 

real�, adic� x = x* (x* fiind conjugata lui x), trebuie ca C’ = C”* . 

Folosind rela�iile lui Euler :   e
± i.a  

= cos a ± i sin a , se ob�ine : 

  tsin)"C'C(itcos)"C'C(x
oo

ω−+ω+=  

sau :   

            tsinCtcosCx
o2o1

ω+ω=               (2.1.12) 

unde  )"C'C(iC�i)"C'C(C
21

−=+= sunt constante reale (deoarece C’ = C” *). 

Notând :   

                        
ϕ−=

ϕ=

sinAC

cosAC

2

1
,      unde 

2

2

2

1
CCA +=     �i   

1

2

C

C
tg −=ϕ , 

expresia lui x din (2.1.12) devine : 

                    )t(cosAx
o

ϕ+ω=               (2.1.13) 

Uneori solu�ia (2.1.13) se exprim� sub forma 

                                                 )tsin(Ax
o

ϕ+ω=                             (2.1.13’) 

sau sub form� complex�:      

                                                  
)t(i

oeAx
ϕ+ω

=                             (2.1.13’’) 

convenind ca partea real� s� reprezinte m�rimea fizic� considerat�. 

 Mi�carea exprimat� de (2.1.13) sau (2.1.13’) este o mi�care oscilatorie armonic� fiind 

descris� de o func�ie cosinus sau sinus; x reprezint� elonga�ia, A - amplitudinea mi�c�rii (valoarea 

maxim� a elonga�iei), Φ = 
o

ω t + ϕ  - faza mi�c�rii iar ϕ - faza ini�ial� a mi�c�rii. Mi�carea este 

periodic� deoarece elonga�ia ia valori identice în momente separate între ele prin intervalul T 

numit  perioada oscila�iei. 
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Din condi�ia: 

[ ] [ ]ϕ++ω==ϕ++ω=ϕ+ω= )nTt((cosA...)Tt(cosA)t(cosAx
ooo

 

sau     

                                         [ ]ϕ++ω=ϕ+ω )Tt(cos)t(cos
oo

 

rezult� :                     

                                               π+ϕ+ω=ϕ++ω 2t)Tt(
oo

 

sau   

o
ω T = 2 π 

de unde perioada este:  

                                
k

m
2

2
T

o

π=
ω

π
=                 (2.1.14) 

Num�rul de perioade cuprinse în unitatea de timp se nume�te frecven��: 

                                    
π

ω
==ν

2T

1 o
  (2.1.15) 

În timpul oscila�iei, viteza �i accelera�ia oscilatorului sunt variabile în timp: 

)t(cosAxa

)t(sinAxv

o

2

o

oo

ϕ+ωω−==

ϕ+ωω−==

��

�

 

 Energia total� a oscilatorului este :   

                            
2

Am

2

Ak

2

xk

2

vm
UTE

22

o
222 ω

==+=+=             (2.1.16) 

fiind constant� în orice moment, a�a cum rezult� din teorema conserv�rii energiei mecanice 

(1.1.42) pentru un sistem izolat. 

 

2.1.2. Mi�carea oscilatorie amortizat� 
În realitate oscila�iile unui punct material se produc cu disipare de energie datorit� 

existen�ei for�elor de frecare din partea mediului. 

 Pentru viteze mici se consider� c� for�a de frecare este propor�ional� în orice moment cu 

viteza, fiind de forma: 

      0r,xrvrF
f

>−=−= �   

unde  r  se nume�te coeficientul de rezisten�� al mediului. 

 Astfel, pe lâng� for�a elastic�, apare �i for�a de frânare care se opune deplas�rii, legea 

fundamental� a dinamicii fiind în acest caz : 

           xrxkxmFFxm
fe

����� −−=⇔+=  

sau :                       

                                                  0xkxrxm =++ ���                              (2.1.17) 

Împ�r�ind prin m �i notând  

                  
2

o
m

k
ω=  �i   β= 2

m

r
                     (2.1.18) 

unde β se nume�te factor de amortizare, ecua�ia (2.1.17) devine : 

                      0xx2x
2

o
=ω+β+ ���    (2.1.19) 

care este o ecua�ie diferen�ial� omogen� de ordinul doi cu coeficien�i constan�i care are solu�ii de 

forma 
t

e
λ

 �i care, introduse în (2.1.19), implic� ecua�ia caracteristic�: 

                     02
2

o

2 =ω+λβ+λ    (2.1.20) 

cu solu�iile :  
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2

o

2

2,1
ω−β±β−=λ                (2.1.21) 

Solu�ia general� a ecua�iei (2.1.19) este : 

tt
21 e"Ce'Cx

λλ
+=  

sau, înlocuind (2.1.21) : 

             
�
�

�

�

�
�

�

�
+=

ω−β−ω−ββ−
2

o

22

o

2
ttt

e"Ce'Cex              (2.1.22) 

       x(t)                    x(t) 

  C’+C’’                    
 

                                                                            C’’ 

          

 

           O                                                      t        O                                                   t 

                                Fig. 2.1.1                                                  Fig. 2.1.2 

 În func�ie de rela�ia dintre β �i 
o

ω , se disting trei cazuri : 

 1) Dac� β > 
o

ω  frecarea este puternic�, solu�iile ecua�iei caracteristice (2.1.20) sunt 

reale, mi�carea este amortizat� aperiodic�, elonga�ia sc�zând monoton �i tinzând c�tre 0 când  t → 

∞ (fig. 2.1.1), sistemul revenind la pozi�ia de echilibru (x nu-�i schimb� semnul, oscilatorul nu 

trece de cealalt� parte a pozi�iei de echilibru, pierzându-�i întreaga energie într-un sfert de 

perioad�). 

2) Dac� β = 
o

ω  (cazul amortiz�rii critice) ecua�ia caracteristic� (2.1.20) are o r�d�cin� 

multipl� (dubl�), λ1,2  =  - β, �i solu�ia general� este de forma unei combina�ii liniare a solu�iilor 

liniar independente 
t

e
λ
�i 

t
e.t

λ
: 

)"Ct'C(ex
t += β−

 

mi�carea fiind �i în acest caz aperiodic� (fig. 2.1.2). 

 3) Dac� β < 
o

ω  for�a de frecare este slab� �i solu�iile (2.1.21) ale ecua�iei caracteristice 

sunt complexe : 

      
a

22

o2,1
ii ω±β−=β−ω±β−=λ               (2.1.23) 

unde s-a notat cu a
ω  pseudopulsa�ia oscila�iilor: 

                      
22

oa
β−ω=ω                 (2.1.24) 

 Solu�ia general� (2.1.22) a ecua�iei diferen�iale (2.1.19) devine : 

                                         )e"Ce'C(ex
titit aa

ω−ωβ− +=  

 Folosind ra�ionamentul de ob�inere a rela�iei x = A cos (
o

ω t + ϕ) din paragraful 

precedent se ob�ine : 

                                        
t

ex
β−= )tsinCtcosC(

a2a1
ω+ω  

sau :   

                                           )t(coseAx
aa

t

0
ϕ+ω= β−

             (2.1.25) 
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 Ecua�ia (2.1.25) arat� c� mi�carea este pseudoperiodic�, deci este oscilatorie - fapt indicat 

de factorul cos(
a

ω t + 
a

ϕ ) – dar amplitudinea scade în timp dup� legea exponen�ial� : 

                        
t

0
eA)t(A

β−=               (2.1.26) 

Graficul varia�iei elonga�iei mi�c�rii oscilatorii amortizate (2.1.25) în func�ie de timp este ar�tat în 

figura 2.1.3 (curba plin�), curbele punctate reprezentând func�ia x = ± A0 e 
- β t

. 

Perioada mi�c�rii amortizate este:  

22

o
a

22
T

β−ω

π
=

ω

π
= . 

 Amortizarea oscila�iilor se poate caracteriza prin m�rimea δ, numit� decrement logaritmic �i 

care reprezint� logaritmul natural al raportului a dou� amplitudini consecutive : 

                  Teln

eA

eA
ln

)Tt(A

)t(A
ln

T

)Tt(

0

t

0 β===
+

=δ β
+β−

β−

 

              x(t)     

                            T 

              A0               A(t)                   

                                                                                          A(t+T) 

 

                                                                                                                                                t 

                 

 

Fig. 2.1.3 

 Dac� se cunoa�te amplitudinea ini�ial� Ao �i amplitudinea  dup� n oscila�ii complete, An, se 

ob�ine : 

n

1n

2

1

1

0

n

0

A

A
.........

A

A
.

A

A

A

A −=  �  �=
=

−n

1j j

1j

n

0

A

A

ln
A

A
ln  

�i cum fiecare logaritm natural din sum� este egal cu δ se ob�ine : 

n

0

n

0

A

A
ln

n

1
n

A

A
ln =δ�δ=  

O m�sur� a duratei oscila�iilor amortizate este inversul coeficientului de amortizare β, 

β
=τ

1
, numit timp de relaxare care arat� în cât timp amplitudinea oscila�iilor scade de e ori. 

 

2.1.3. Mi�carea oscilatorie între�inut� (for�at�). Rezonan�a 

Pentru a împiedica amortizarea mi�c�rii oscilatorii sub ac�iunea for�ei de frecare, i se transmite 

oscilatorului energie din exterior, ac�ionându-se cu o for�� periodic� de forma : 

tcosFF
0p

ω=  

Ecua�ia mi�c�rii se scrie în acest caz : 

                     ⇔ω=++ tcosFxkxrxm
0

��� tcos
m

F
xx2x

02

o
ω=ω+β+ ���           (2.1.27) 

Solu�ia ecua�iei neomogene (2.1.27) se scrie ca suma x = x1 + x2 (fig. 2.1.4) dintre solu�ia general� a 

ecua�iei omogene cu aceia�i coeficien�i, de forma (2.1.25) : 
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�
�

�
�
�

�
ϕ+β−ω= β−

a

22

o

t

01
tcoseAx  

�i o solu�ie particular� a ecua�iei neomogene, de forma membrului drept : 

                                                            )t(cosAx
2

ϕ+ω=                         (2.1.28) 

Datorit� amortiz�rii, pentru un interval de timp suficient de lung solu�ia x1 (regimul 

tranzitoriu) poate fi neglijat�, oscila�iile sistemului fiind descrise de solu�ia x2. Mi�carea descris� de 

aceast� solu�ie se nume�te regim sta�ionar; oscila�iile se efectueaz� cu o pulsa�ie  egal� cu cea a 

for�ei de între�inere �i nu cu pulsa�ia proprie. 

 

            x1                x2 

 

 

 

 

                                                                              t                                                                              t 

 

Fig. 2.1.4 

 

 Amplitudinea A �i faza ini�ial� ϕ se determin� din condi�ia ca x2 dat� de rela�ia (2.1.28) s� 

verifice ecua�ia (2.1.27). Înlocuind: 

)t(cosAxx;)t(sinAxx
2

22
ϕ+ωω−==ϕ+ωω−== ������  

�i notând                                             

                                                                 
0

0
f

m

F

=                                             (2.1.29) 

ecua�ia (2.1.27) devine : 

                 tcosf)tcos(A)tsin(A2)t(cosA
0

2

o

2 ω=ϕ+ωω+ϕ+ωωβ−ϕ+ωω−  

sau, scriind                

                                            
0

f  cos ωt  = 
0

f  cos (ωt + ϕ - ϕ) 

rezult� 

         ϕϕ+ω+ϕϕ+ω=ϕ+ωωβ−ϕ+ωω−ω sin)t(sinfcos)t(cosf)tsin(A2)t(cosA)(
00

22

0
 

Identificând coeficien�ii termenilor cos (ω t + ϕ) �i sin (ω t + ϕ) din ambii membri ai ecua�iei se ob�ine : 

                               

	


	
�
�

ϕ=ωβ−

ϕ=ω−ω

sinfA2

cosf)(A

0

0

22

o                 (2.1.30) 

de unde rezult� prin împ�r�irea rela�iilor : 

                                 
22

o

2
tg

ω−ω

ωβ
−=ϕ                 (2.1.31) 

Înlocuind               

( ) 22
2

22

o

22

o

2

4
tg1

1
cos

ωβ+ω−ω

ω−ω
=

ϕ+

=ϕ  

t
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în prima rela�ie a sistemului (2.1.30) �i �inând cont de nota�ia (2.1.29), se ob�ine amplitudinea oscila�iilor 

for�ate : 

           

( ) 22
2

22

o

0

4m

F
A

ωβ+ω−ω

=                 (2.1.32) 

 

    A 

 

 

 

                                                                                 β1→0                   β1<β2<β3<….. 

                                                                                         β2 

                                                                                               β3 

   

                               

                              O            ωr                                                    ω 

 

Fig. 2.1.5 

 Amplitudinea �i faza ini�ial� a mi�c�rii oscilatorii între�inute, în regim sta�ionar, depind de 

raportul dintre pulsa�ia ω a for�ei periodice de între�inere �i pulsa�ia ω0 a oscila�iilor proprii. Dependen�a 

amplitudinii oscila�iilor între�inute de pulsa�ia for�ei este redat� în figura 2.1.5. Oscila�iile nu sunt în faz� 

cu for�a de între�inere (cu excep�ia cazului în care β = 0).  Amplitudinea prezint� un maxim pentru o 

pulsa�ie 
r

ω  numit� pulsa�ie de rezonan�� �i care se ob�ine din condi�ia 0
d

dA

r

=�
�

�
�
�

�

ω ω=ω

adic�: 

( )
( )

�=



�

�
�
�

�
ωβ+ω−ω

ωβ+ω−ωω−
−

ω=ω

0

42

84
.

m

F

r

2/3

22
2

22

o

222

o0 22

or
2β−ω=ω  

 Fenomenul de apari�ie a unui maxim de amplitudine a mi�c�rii între�inute se nume�te 

rezonan��. Maximul amplitudinii,  

                                         

22

o

0

rmax

m2

F
)(AA

β−ωβ

=ω= , 

este cu atât mai mare cu cât coeficientul de amortizare β este mai mic, tinzând c�tre ∞ când β → 0. Cu 

cât factorul de amortizare β este mai mic, cu atât pulsa�ia de rezonan�� se apropie de valoarea pulsa�iei 

oscila�iilor proprii. 

 Fenomenul de rezonan�� are numeroase aplica�ii în fizic� �i tehnic�, stând la faza func�ion�rii 

radioreceptoarelor, instrumentelor de m�sur�, instrumentelor muzicale etc. În proiectarea unor organe 

de ma�ini trebuie s� se asigure o frecven�� proprie de oscila�ie a instala�iilor care s� fie diferit� de cea a 

vibra�iilor care apar în timpul func�ion�rii acestora, pentru a evita atingerea unui maxim al amplitudinii 

care le-ar distruge. 

     

2

0
m

0
F

ω
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 2.1.4. Compunerea oscila�iilor armonice 
  

2.1.4.1. Compunerea oscila�iilor armonice paralele cu pulsa�ii egale 

 
 Dac� asupra unui punct material ac�ioneaz� simultan dou� sau mai multe for�e elastice, 

mi�carea efectuat� de el este o mi�care rezultant� determinat� de efectul independent al fiec�rei 

for�e. 

 Consider�m c� punctul material e supus simultan la dou� for�e elastice ce ac�ioneaz� pe 

direc�ia Ox �i care determin� mi�c�rile oscilatorii redate de rela�iile : 

                  
)t(cosAx

)t(cosAx

222

111

ϕ+ω=

ϕ+ω=
              (2.1.33) 

 Elonga�ia rezultant� va fi suma elonga�iilor oscila�iilor paralele independente : 

        )t(cosA)tcos(Axxx
221121

ϕ+ω+ϕ+ω=+=     (2.1.34) 

iar ecua�ia mi�c�rii oscilatorii rezultante este de forma: 

                     )t(cosAx ϕ+ω=                             (2.1.35) 

 Din (2.1.34) �i (2.1.35) rezult�, egalând coeficien�ii lui cos ω t  �i  sin ω t din cei doi 

membri : 

           

2211

2211

sinAsinAsinA

cosAcosAcosA

ϕ+ϕ=ϕ

ϕ+ϕ=ϕ
                (2.1.36) 

de unde se ob�ine: 

                            

2211

2211

cosAcosA

sinAsinA
tg

ϕ+ϕ

ϕ+ϕ
=ϕ                 (2.1.37) 

Ridicând la p�trat rela�iile (2.1.36) �i adunându-le rezult� : 

             )(cosAA2AAA
1221

2

2

2

1
ϕ−ϕ++=                          (2.1.38) 

 Rela�ia (2.1.35) arat� c� oscila�ia rezultant� este tot o oscila�ie armonic�, cu aceea�i frecven�� 

cu frecven�a oscila�iilor ce se compun. Amplitudinea oscila�iei rezultante (2.1.38) este dependent� de 

diferen�a de faz� ∆ϕ  = ϕ2 - ϕ1 dintre cele dou� oscila�ii.  

 

Se disting cazurile particulare : 

 1o. Dac� ∆ ϕ = 2 n π; n = 0,1,2,..., oscila�iile sunt în faz� �i amplitudinea oscila�iei rezultante 

este maxim� �i egal� cu suma amplitudinilor oscila�iilor componente:   

A  =  A1 + A2. 

 2o. Dac� ∆ ϕ = (2 n + 1) π; n = 0,1,2,..., oscila�iile sunt în antifaz� �i amplitudinea oscila�iei 

rezultante este minim� :  

A = | A1 - A2 |. 
 3o

. Dac�  ∆ ϕ = (2 n + 1) π / 2; n = 0,1,2,..., oscila�iile sunt în cuadratur� �i rezult�: 

2

2

2

1
AAA +=  

Rela�iile (2.1.37) �i (2.1.38) pot fi ob�inute �i pe cale grafic� folosind metoda fazorial� a lui Fresnel prin 

reprezentarea amplitudinilor oscila�iilor componente prin vectori înclina�i fa�� de axa Ox cu unghiuri 

egale cu fazele ini�iale ale oscila�iilor �i compunerea lor dup� regula paralelogramului (fig. 2.1.6 a) sau 

a poligonului (fig. 2.1.6 b). 

Generalizare. În cazul compunerii a n oscila�ii paralele de aceea�i pulsa�ie, amplitudinea �i 

faza oscila�iilor rezultante sunt date de rela�iile : 

2
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1i
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n

1i
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Fig. 2.1.6 

2.1.4.2. Compunerea a dou� oscila�ii paralele cu pulsa�ii pu�in diferite. Fenomenul de b�t�i 
  

Presupunem c� pulsa�iile celor dou� oscila�ii sunt de forma : 

                              
ω∆+ω=ω

ω∆−ω=ω

2

1
  (2.1. 39) 

unde  ∆ ω  << ω, deci fiecare difer� foarte pu�in fa�� de valoarea ω: 

                            
2

12
ω−ω

=ω∆                  (2.1.40) 

                              
2

21
ω+ω

=ω                  (2.1.41) 

 Presupunând oscila�ii de aceea�i amplitudine A0 �i faze ini�iale ϕ1 �i ϕ2, elonga�iile celor dou� 

oscila�ii vor fi de forma: 

)t(cosAx

)t(cosAx

2202

1101

ϕ+ω=

ϕ+ω=
 

iar elonga�ia mi�c�rii rezultante: 

 �
�
�

�
�
�
�

� ϕ+ϕ
+

ω+ω
�
�
�

�
�
�
�

� ϕ−ϕ
+

ω−ω
=+=

2
t

2
cos

2
t.

2
cosA2xxx

12211212

021
 

sau, notând  

2

12
ϕ−ϕ

=ϕ∆ , 
2

12
ϕ+ϕ

=ϕ  

�i  �inând cont de rela�iile (2.1.40) �i (2.1.41): 

                  )t.(cos.)t.(cosA2x
0

ϕ+ωϕ∆+ω∆=       (2.1.42) 

Dac� oscila�ia rezultant� se exprim� sub forma : 

)t(cosAx ϕ+ω=  

rezult� c� amplitudinea acesteia este : 

)t.(cosA2A
0

ϕ∆+ω∆=  
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deci variaz� periodic în timp �i mi�carea rezultant� nu este o oscila�ie armonic� ci apare ca o oscila�ie 

modulat� atât în amplitudine cât �i în frecven�� de o alt� oscila�ie periodic� (fig. 2.1.7). Succesiunea de 

maxime �i minime ale amplitudinii oscila�iei rezultate prin compunerea a dou� oscila�ii paralele cu 

frecven�e pu�in diferite poart� numele de fenomen de b�t�i. 
 Perioada Tb de varia�ie a amplitudinii rezultante (perioada b�t�ilor) se determin� din condi�ia 

ca amplitudinea s� fie maxim� sau minim�, deci pentru : 

�=ϕ∆+ω∆ 1)t.(cos



�
�

π+=ϕ∆++ω∆

π=ϕ∆+ω∆

)1n()Tt(.

nt.

b

 

Sc�zând cele dou� rela�ii se ob�ine :  

12

b

2
T

ω−ω

π
=

ω∆

π
=  

Perioada oscila�iilor, T, se determin� din rela�ia : 

                       

21
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Fig. 2.1.7 

2.1.4.3. Compunerea oscila�iilor armonice perpendiculare cu pulsa�ii egale 

 Presupunem dou� oscila�ii perpendiculare descrise de ecua�iile : 

                     
)t(cosAy

)t(cosAx

22

11
ϕ+ω=
ϕ+ω=

             (2.1.43) 

 Traiectoria unui punct material supus simultan acestor oscila�ii se ob�ine eliminând timpul din 

cele dou� ecua�ii (2.1.43). Scriind cele dou� ecua�ii sub forma : 

11

1

sin.tsincos.tcos
A

x
ϕω−ϕω=  

 
22

2

sin.tsincos.tcos
A

y
ϕω−ϕω=  

rezult� prin eliminarea succesiv� a lui cos ω t  �i  sin ω t : 

     ( )
21121

2
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1
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x
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       ( )
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2
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y
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x
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Ridicând ultimele rela�ii la p�trat �i adunându-le se ob�ine : 

                  �ϕ−ϕ=
�
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�

�

�
�

�

�
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�
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ϕ−ϕ=ϕ−ϕ−+�         (2.1.44) 
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Fig. 2.1.8 

 

Traiectoria punctului material descris� de ecua�ia (2.1.44) reprezint� o elips� de semiaxe A1 �i 

A2, cu centrul în originea sistemului de axe de coordonate xOy, înscris� într-un dreptunghi de laturi 

2A1 �i 2A2. Forma elipsei depinde de defazajul ∆ϕ = ϕ2 - ϕ1  dintre cele dou� oscila�ii (fig. 2.1.8 

a). 

 

Cazuri particulare 

 1o. Dac� ∆ ϕ = 2 n π ;  n = 0,1,2,.. din (2.1.44) rezult� ecua�ia:   

x
A

A
y

1

2=  

care reprezint� dou� drepte confundate situate în cadranele I �i III (fig. 2.1.8 a). Oscila�ia 

rezultant� este polarizat� liniar  (diagonala MN a dreptunghiului în care este înscris� elipsa) 

�i are amplitudinea  

2

2

2

1
AAA += . 

 2o. Dac� ∆ ϕ = (2n +1) π ;  n = 0,1,2,.. din (2.1.44) rezult� ecua�ia unei drepte: 

                           x
A

A
y

1

2−=      

care reprezint� diagonala PQ din cadranele II �i IV a dreptunghiului în care este înscris� 

elipsa. Oscila�ia rezultant� este de asemenea polarizat� liniar  �i are amplitudinea  

2

2

2

1
AAA += . 

3o. Dac� ∆ ϕ = (2n +1) 
2

π
 , n = 0,1,2,.. din (2.1.44) se ob�ine : 
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=+                               (2.1.45) 
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care este ecua�ia unei elipse cu centrul în originea O a sistemului de axe de coordonate, ale 

c�rei axe coincid cu direc�iile de-a lungul c�rora se produc oscila�iile (fig. 2.1.8 b). Valorile 

diferen�ei de faz� ∆ ϕ dau sensul de parcurs al traiectoriei.  

 

Astfel: 

a) dac� n este par (spre exemplu n=0): 

      
)t(sinA)

2
t(cosAy

)t(cosAx

1212

11

ϕ+ω−=
π

+ϕ+ω=

ϕ+ω=

 

                    �i punctul material C1 (fig. 2.1.8.b) se mi�c� pe traiectorie în sens  

                    invers trigonometric �i oscila�ia este polarizat� eliptic drept. 

 

b) dac� n este impar (spre exemplu n=1): 

      

)t(sinA)
2

3
t(cosAy

)t(cosAx

1212

11

ϕ+ω=
π

+ϕ+ω=

ϕ+ω=

 

                    �i punctul material C2 (fig. 2.1.8.b) se mi�c� pe traiectorie în sens  

                    trigonometric �i oscila�ia este polarizat� eliptic stâng.   

 

Din rela�ia (2.1.45) dac� A1 = A2 = A rezult� 
222

Ayx =+  deci elipsa devine un 

cerc înscris într-un p�trat de latur� 2A. 

 În concluzie, pentru ∆ ϕ egal cu num�r întreg de π, elipsa degenereaz� într-o dreapt�.  

Dac�  0  < ∆ ϕ  <  π  se ob�in elipse drepte (elipsa parcurs� în sens invers trigonometric) �i 

dac�  π  < ∆ϕ  < 2 π  se ob�in elipse stângi (elipsa parcurs� în sens trigonometric), conform 

figurii 2.1.9. 

 

 

 

 

                     ∆∆∆∆ϕϕϕϕ=0                 0<∆∆∆∆ϕϕϕϕ<ππππ/2               ∆∆∆∆ϕϕϕϕ=ππππ/2                   ππππ/2<∆∆∆∆ϕϕϕϕ<ππππ 

   

e l i p s e    d r e p t e  
 

 

 

     

                       ∆∆∆∆ϕϕϕϕ=ππππ                 ππππ<∆∆∆∆ϕϕϕϕ<3ππππ/2             ∆∆∆∆ϕϕϕϕ=3ππππ/2                    3ππππ/2<∆∆∆∆ϕϕϕϕ<2ππππ 

e l i p s e    s t â n g i  

Fig. 2.1.9 

2.1.4.4. Compunerea oscila�iilor perpendiculare de pulsa�ii oarecare  

 Când cele dou� semnale sinusoidale au pulsa�ii diferite ω1 ≠ ω2, atunci traiectoria 

punctului descrie o serie de curbe compuse din mai multe ramuri, numite figuri Lissajous. 
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 Figurile Lissajous pot fi închise sau deschise dup� cum este sau nu este îndeplinit� 

condi�ia ca punctul ce oscileaz� s� treac� printr-un acela�i punct P’(x1’, y1’) dup� un acela�i 

interval de timp T’, adic�:   

[ ] [ ]
1111111111

)'Tt(cosA)Tkt(cosA'xx ϕ++ω=ϕ++ω�=  

  [ ] [ ]
2222222211

)'Tt(cosA)Tkt(cosA'yy ϕ++ω=ϕ++ω�=  

Deci  dup� intervalul de timp  

T’ = 
11

Tk =  
22

Tk  

valorile elonga�iilor x �i y se vor repeta, c�ci în acest interval de timp se efectueaz� k1 oscila�ii 

complete dup� axa Ox �i k2  oscila�ii complete dup� axa Oy. 

Rezult� condi�iile: 

2

2

1

1

k
2

k
2

'T
ω

π
=

ω

π
=  

sau :                             

2

1

2

1

k

k
=

ω

ω
 

adic�, pentru ca figurile Lissajous s� fie curbe închise trebuie ca raportul pulsa�iilor celor dou� 

oscila�ii s� fie un num�r ra�ional. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.1.10 

 

 Aplicând cele dou� oscila�ii pe pl�cile unui osciloscop catodic se observ� pe ecranul 

acestuia o figur� stabil� închis� numai atunci când raportul dintre num�rul punctelor de contact 

ale figurii Lissajous cu o linie orizontal� �i una vertical� care ar închide figura este un num�r 

ra�ional (exemple în fig. 2.1.10).  

Dac� raportul frecven�elor este un num�r ra�ional, traiectoria e stabil� (fix�) dar 

forma depinde �i de  ∆ϕ. 

Dac� 
2

1

ω

ω
 ∉ Q  atunci punctul descrie o curb� care acoper� treptat o arie.  
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2.2.  UNDE  ELASTICE 

2.2.1. Generalit��i 
  Mediile continue sunt sisteme de particule legate (molecule, atomi, ioni), adic� 

particule care interac�ioneaz� între ele astfel încât dac� una din particule oscileaz�, vor oscila 

dup� ea �i particulele vecine. O mi�care oscilatorie, imprimat� unui punct dintr-un mediu 

elastic, se comunic� progresiv �i celorlalte puncte ale mediului. Punctul material ce a fost pus 

în stare de vibra�ie devine un izvor (surs�) de oscila�ii care se propag� în toate direc�iile din 

spa�iu. Propagarea din aproape în aproape a unei perturba�ii în mediul elastic poart� numele 

de und� elastic�. 

 Mediile care determin� anumite particularit��i ale propag�rii undelor pot fi clasificate 

astfel: 

- omogene  sau  neomogene; 

- izotrope  sau  anizotrope; 

- liniare  sau  neliniare; 

- dispersive  sau  nedispersive; 

- conservative  sau disipative. 

Un mediu este : 

 • omogen dac� propriet��ile fizice sunt acelea�i în orice punct, independent  de 

coordonate; 

 • anizotrop  dac� propriet��ile fizice variaz� în raport cu direc�ia �i izotrop  dac� nu 

exist� direc�ii privilegiate pentru aceste propriet��i; 

 • liniar dac� perturba�ia global� provenit� prin suprapunerea mai multor unde de 

acela�i tip, descrise de func�iile de und� ψ1, ψ2,..., ψn, este redat� de o func�ie de und�:  

�ψ=ψ
=

n

1i
i

; 

 • dispersiv dac� viteza de propagare a perturba�iei depinde de caracteristicile 

mediului; 

 • disipativ  dac�  propagarea se face cu absorb�ie de energie �i conservativ dac�  

propagarea nu se face cu absorb�ie de energie. 

Un mediu este ideal dac� este omogen, izotrop, liniar, nedispersiv �i conservativ. 

Undele elastice sunt generate în medii elastice de c�tre perturba�ii mecanice care constau 

într-o deformare local� a mediului (întindere, comprimare, forfecare, încovoiere etc.) producând 

varia�ia local� a diferi�ilor parametri caracteristici mediului, de exemplu pozi�ia unui punct 

material  din mediu, viteza acestuia, presiunea, densitatea etc., care vor fi func�ii atât de pozi�ie, cât 

�i de timp. Vom considera în continuare numai medii ideale, ale c�ror propriet��i elastice sunt 

caracterizate de dou� constante elastice independente:  modulul de elasticitate la trac�iune 

(modulul lui Young) E �i modulul de lunecare (forfecare) G. 

 Locul geometric al punctelor din mediul elastic care oscileaz� în faz� se nume�te 

suprafa�� de und�.  Suprafe�ele de und� pot fi de diferite forme (sferice, plane, cilindrice, 

eliptice etc.), în func�ie de mediul de propagare �i de forma izvorului de unde. Dac� toate 

particulele situate într-un plan perpendicular pe direc�ia de propagare a undei oscileaz� 

identic, unda se nume�te plan�. 

 Unele dintre m�rimile fizice caracteristice punctelor mediului sunt  scalare, de exemplu 

presiunea sau densitatea, altele sunt vectoriale, de exemplu deplasarea sau viteza, iar în mediile 

anizotrope, unele m�rimi pot fi tensoriale. O m�rime vectorial� caracteristic� propag�rii unei unde 

elastice oscileaz� dup� o direc�ie care formeaz� un unghi 

�

�
�
�

� π
∈θ

2
,0  cu direc�ia de propagare a 

undei.  
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În particular, dac� θ = 0  undele se numesc longitudinale, iar dac� 
2

π
=θ  undele se 

numesc transversale. Pentru �
�

�
�
�

� π
∈θ

2
,0  unda se poate descompune întotdeauna într-o und� 

longitudinal� �i o und� transversal�. 

 O caracteristic� important� a undelor elastice este deplasarea fiec�rui punct material al 

mediului fa�� de pozi�ia lui de echilibru. Referindu-ne la aceast� m�rime, în cele ce urmeaz� vom 

vorbi despre unde longitudinale �i despre unde transversale. În timp ce undele longitudinale se 

propag� atât în fluide (lichide �i gaze), cât �i în solide, undele transversale nu se propag� decât în 

solide �i numai în anumite condi�ii la suprafa�a lichidelor.  

 Un caz particular de unde elastice îl constituie undele sonore (sunete) care impresioneaz� 

urechea producând o senza�ie auditiv�. Apari�ia acesteia presupune o durat� a excita�iei superioar� 

la 0,06 s (altfel se produce senza�ia de pocnet), o frecven�� cuprins� între aproximativ 20 Hz �i 16 

kHz (limitele variaz�). 

 Undele elastice cu frecven�e mai mari de 16 kHz, neaudibile, sunt numite ultrasunete. 

Datorit� lungimii de und� foarte redus�, efectele de difrac�ie ale ultrasunetelor se manifest� numai 

la dimensiuni foarte mici ale neomogenit��ilor mediului, astfel încât orificii cu dimensiuni de 

ordinul mm pot delimita fascicule direc�ionale de ultrasunete. Coroborând acest efect cu 

intensit��ile apreciabile care se pot realiza, ultrasunetele prezint� numeroase aplica�ii practice (§ 

2.2.10). 

 Infrasunetele sunt unde elastice cu frecven�e mai mici de 20 Hz. Având o absorb�ie 

extrem de redus�, se propag� pe distan�e de sute sau mii de km. Infrasunetele pot determina 

vibra�ii ale postamentelor ma�inilor �i ale cl�dirilor, cu efecte nedorite asupra stabilit��ii �i duratei 

de serviciu. Infrasunetele sunt produse de diverse fenomene naturale: furtuni, mari meteori�i, valuri 

marine, explozii vulcanice, microseisme, cutremure. Apar �i ca efecte secundare în tehnic�, 

asemenea, surse fiind sisteme cu rota�ii lente (compresoare, ventilatoare), poduri supuse la trafic 

intens, vehicule cu viteze supersonice, explozii puternice. 

 

2.2.2. Ecua�ia undei plane monocromatice 
 S� g�sim legea de oscila�ie a unui punct aflat pe direc�ia de propagare a undei, la o 

distan�� oarecare de izvorul de oscila�ie. 

 Fie punctul O (centrul de oscila�ie) originea sistemului de coordonate, în care 

oscileaz� o particul�. Aceste oscila�ii se transmit mediului elastic pe direc�ia Ox, oscila�iile 

producându-se perpendicular pe aceast� direc�ie (fig. 2.2.1). Orice form� ar avea unda, pentru 

ca fenomenul vibrator din O s� înceap� �i în punctul P, aflat la distan�a x de O, trebuie s� 

treac� un interval de timp 
v

x
=τ  (interval de defazare) necesar oscila�iei s� se transmit� din O 

în P. 

Elonga�ia particulei din O este de forma: 

O
y   =  A sin ωt 

 Luând ca origine a timpului momentul în care punctul O a început s� oscileze, 

particula din punctul P va începe s� oscileze dup� timpul τ, elonga�ia oscila�iei fiind : 

�
�

�
�
�

�
−

π
=�

�

�
�
�

�
−ω=τ−ω=

v

x
t

T

2
sinA

v

x
tsinA)t(sinAy  

sau                       �
�

�
�
�

�

λ
−π=

x

T

t
2sinAy       (2.2.1) 

unde                                       

λ  =  v T 

este lungimea de und�, definit� ca distan�a parcurs� de suprafa�a de und� în timp de o perioad� . 
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Fig. 2.2.1 

 Rela�ia (2.2.1) d� legea de oscila�ie a unui punct material situat pe direc�ia de propagare a 

undelor, la distan�a arbitrar� x de originea oscila�iilor �i se nume�te ecua�ia undei plane. 

 Diferen�a de faz� fa�� de oscila�iile din punctul O este : 

                              xk
x2

=
λ

π
=ϕ∆ ,      

unde                                                  

                                                                 
λ

π
=

2
k                   (2.2.2) 

este num�rul de und� definit ca num�rul de lungimi de und� cuprinse în distan�a de 2 π metri. 

Ecua�ia (2.2.1) se scrie astfel : 

                 )xkt(sinAy −ω=                 (2.2.3) 

 Deoarece elonga�ia y depinde atât de pozi�ie cât �i de timp, intereseaz� leg�tura dintre 

cele dou� variabile ale elonga�iei. Folosind un calcul simplu, se poate ajunge la alt� form� a 

ecua�iei undei plane. Considerând axa Ox drept direc�ie de propagare, se calculeaz� derivatele de 

ordinul al doilea ale elonga�iei y în raport cu coordonata x �i cu timpul : 

)xktcos(A
t

y
−ωω=

∂

∂
   �   y)xkt(sinA

t

y 22

2

2

ω−=−ωω−=
∂

∂
 

de unde rezult�                         

                                                            
2

2

2
t

y1
y

∂

∂

ω
−=      (2.2.4) 

�i de asemenea 

)xkt(cosAk
x

y
−ω−=

∂

∂
�  yk)xkt(sinkA

x

y 22

2

2

−=−ω−=
∂

∂
 

de unde : 

                     
2

2

2
x

y

k

1
y

∂

∂
−=                   (2.2.5) 

Egalând (2.2.4) cu (2.2.5) rezult�: 
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2
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∂ω
=

∂

∂
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sau, �inând cont de (2.2.2) �i de rela�iile 

ω = 2π/T  

�i                                                       

                                                                         λ = v T, 
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∂

∂
=

∂

∂
                          (2.2.6) 

care este ecua�ia diferen�ial� de propagare a undelor plane. Rela�ia (2.2.3) este un caz particular 

al solu�iei ecua�iei cu derivate par�iale (2.2.6). 

 

2.2.3. Propagarea undelor longitudinale în solide 
 În continuare s� stabilim ecua�ia de propagare a undei longitudinale plane în medii solide 

�i s� g�sim viteza undelor longitudinale în aceste medii. 

 S� admitem c� de-a lungul unei direc�ii oarecare se g�sesc repartizate uniform particulele 

care constituie mediul elastic. Dac� o perturba�ie atinge prima particul�, aceasta se va apropia de 

particula vecin�, producându-se astfel o comprimare. În acest caz apar for�e elastice, care tind s� 

readuc� particulele la pozi�ia ini�ial�. Datorit� acestui fapt, în locul în care a avut loc comprimarea 

se produce o dilatare �i a�a mai departe. Rezult�, deci, c� propagarea undelor longitudinale se face 

prin comprim�ri �i dilat�ri (rarefieri) succesive. 

 

 a) Deforma�iile în unda longitudinal� în solide 

 Consider�m c� undele longitudinale se propag� într-o bar� pe direc�ia Ox. Fie ε (x,t) 

deforma�ia elastic� relativ� la momentul t din planul transversal P(x) care are pozi�ia de echilibru x 

(fig. 2.2.2). Pentru a calcula aceast� deforma�ie relativ�  consider�m, pe lâng� planul P(x), un plan 

infinit apropiat Q(x+dx). Coordonatele x �i x+dx reprezint� pozi�iile de echilibru (de repaus) ale 

particulelor din planul P respectiv Q astfel încât segmentul PQ = dx reprezint� grosimea 

nedeformat� a stratului. 

 Sub ac�iunea undei la momentul t particulele din planul P(x) au elonga�ia ξ(x,t) �i deci 

sunt deplasate în planul P' care are coordonata x+ξ(x,t) iar particulele din planul Q (x+dx) se vor 

deplasa în planul Q' de coordonat� x+dx+ξ(x+dx, t) deoarece elonga�ia particulelor din punctul 

infinit vecin Q (x + dx) este : 

                   dx
x

)t,x(
)x()t,dxx(

∂

ξ∂
+ξ=+ξ                 (2.2.7) 

                                                                                                   

                                                     

                                               

                       

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

 

 

 

              Fig. 2.2.2                                  Fig. 2.2.3 

Grosimea stratului ini�ial (nedeformat) PQ = dx devine la momentul t egal� cu : 

)t,x()t,dxx(dx'PP'QQPQ'Q'P ξ−+ξ+=−+=  

sau, �inând cont de (2.2.7) : 
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1dxdx
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x

PQ'Q'P
∂

ξ∂
=−=δ  

 iar cea relativ�  

x          dx           ξ (x + dx, t)    
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∂
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1dx     
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în prezen�a 

undei 

σσσσ(x,t)                σσσσ(x+dx,t) 
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dxPQ

δ
=

δ
=ε  

adic�:   

                                                      
x

)t,x(
∂

ξ∂
=ε                 (2.2.8) 

Deci, cunoscând elonga�ia ξ (x,t) din unda longitudinal�, prin derivarea acesteia în raport 

cu coordonata x ob�inem deforma�ia  elastic� ale mediului . 

 Cealalt� derivat� par�ial� a elonga�iei, în raport cu timpul, reprezint� viteza particulelor 

din und� : 

                            ξ=
∂

ξ∂
= �

t
v               (2.2.9) 

 b)  Viteza undelor longitudinale în solide  
 Pentru a deduce viteza de propagare a undelor vom stabili mai întâi ecua�ia undelor. 

Pentru aceasta vom considera un element de mas� dm din solid (spre exemplu o bar�), de lungime 

dx �i de volum dV (fig. 2.2.3) pentru care vom scrie ecua�ia fundamental� a dinamicii, dF = dm . a, 

unde accelera�ia este 

2

2

t

va

∂

ξ∂
== �  

iar  

dm=ρ0 S0 dx, 

 ρ0 fiind densitatea în absen�a undei: 

                     
2

2

00
t

dxSdF

∂

ξ∂
ρ=                      (2.2.10) 

Vom considera c� deforma�iile elastice sunt mici �i c� este valabil� legea lui Hooke. 

Cunoscând elonga�iile ξ(x,t) din und�, prin derivare ob�inem deforma�iile  relative 
x

)t,x(
∂

ξ∂
=ε  

(conform rela�iei 2.2.8) iar de aici, aplicând legea lui Hooke ob�inem tensiunea elastic� (efortul 

unitar): 

                      
x

E)t,x(E
S

)t,x(F
)t,x(

0
∂

ξ∂
=ε==σ  (2.2.11) 

unde F(x,t) este for�a deformatoare iar E – modulul lui Young. 

 În prezen�a undei stratul considerat va fi supus unei for�e suplimentare �i deplasat la un 

moment ulterior între coordonatele x + ξ(x,t) �i  x+dx + ξ (x + dx, t). Dac� pe sec�iunea de la 

coordonata x ac�ioneaz� for�a Fx = σ(x,t) S0 iar pe cea de la coordonata x+dx for�a Fx+dx = 

σ(x+dx,t) S0 , for�a rezultant� va fi: 

000
S.dx

x
S).t,x(S)t,dxx(dF

∂

σ∂
=σ−+σ=  

unde tensiunea )t,dxx( +σ s-a dezvoltat în serie Taylor cu limitare la primii termeni: 

dx
x

)t,x()t,dxx(
∂

σ∂
+σ=+σ  

 Conform legii fundamentale a dinamicii (2.2.10) rezult�: 
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de unde se ob�ine: 
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  (2.2.12) 

Dar din (2.2.11) rezult� :      

2

2

x

E
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�i (2.2.12) devine : 

                 
2

2

0
2

2

2

2

02

2

x

E

ttx

E

∂

ξ∂

ρ
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         (2.2.13) 

Rela�ia (2.2.13) reprezint� ecua�ia undelor longitudinale în solide, care se scrie �i sub forma : 
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v

t ∂

ξ∂
=

∂

ξ∂
               (2.2.13’) 

unde  

2

0

v
E

=
ρ

 

are dimensiunea unei viteze la p�trat. Rezult� astfel viteza undelor longitudinale în solide : 

           
ρ

=
E

v
s

   (formula lui Newton)         (2.2.14) 

 

2.2.4. Propagarea undelor longitudinale în fluide 

               Fie un cilindru de fluid cu sec�iunea S în direc�ia de propagare a undei longitudinale (de 

exemplu o und� sonor�), analog barei din paragraful precedent (fig. 2.2.4). Presupunem c� S nu se 

schimb� în prezen�a undei deoarece fluidul este închis într-un tub rigid. Consider�m c� ρ0 este 

densitatea fluidului în absen�a undei �i ρ densitatea actual� (variabil�).  

 

                               dm                                                  dm 

              p(x,t)                   p(x+dx,t) 

                                           ρ0                        S                           ρ 

                       x          x+dx                            x+ξ               x+dx+ξ+ dx
x∂

ξ∂
 

Fig. 2.2.4 

Elementul de mas� dm de fluid este : 
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varia�ia relativ� a densit��ii fiind : 
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x
o

o

o
∂

ξ∂
−=

ρ

ρ−ρ
=

ρ

ρ∆
 

Pentru undele obi�nuite 

o
ρ

ρ∆
 << 1 (ne restrângem doar la aproxima�ia liniar�). 

 Varia�iile de densitate dau na�tere la varia�ii corespunz�toare de presiune. Astfel, în 

absen�a undei )(pp
oo

ρ=  iar în prezen�a undei )(pp ρ=  �i: 
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p
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Deoarece oscila�iile sonore se efectueaz� foarte repede �i conductivitatea termic� a 

fluidelor este mic� (fa�� de cea a solidelor), c�ldura nu are timp s� treac� de la un element al 

mediului la altul în timpul comprim�rilor �i rarefierilor �i de aceea trebuie s� presupunem c� 

propagarea sunetului este un proces adiabatic, adic�, în timpul propag�rii sunetului nu se face 

schimb de c�ldur� între diferitele por�iuni ale mediului supuse comprim�rilor �i rarefierilor. Deci  
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rezult�:   
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de unde                        
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Viteza undelor în fluide 
�f

v  se poate exprima cu ajutorul modulului de compresibilitate 

K definit de rela�ia: 

V

p
VK
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−= . 

�inând cont c�  
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se poate exprima : 
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�i astfel K devine:     
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ρ∂

∂
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deci pentru un proces adiabatic  
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∂
ρ=  

Viteza undelor longitudinale în fluide va fi: 

ρ
= ad

f

K
v
�

. 

 În cazul propag�rii undelor longitudinale în gaze ideale Kad se calculeaz� folosind ecua�ia 

lui Poisson pentru transformarea adiabatic�, pV
γ  

=  const. (unde γ este exponentul adiabatic), care 

prin logaritmare �i diferen�iere devine: 

0
V

Vd

p

pd
.constVlnpln =γ+�=γ+  

de unde :              
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�i astfel, pentru un gaz cu masa molar� µ  �i temperatura absolut� T: 

µ
γ=

ρ
γ=

RTp
v

g
 

sau, în func�ie de temperatura θ (în 
0
C):  

θα+= 1vv
0g

 

unde 
0

v  este viteza undelor în condi�ii normale de presiune �i temperatur� iar � este coeficientul 

de dilata�ie a gazelor. 

 

2.2.5. Propagarea undelor transversale în solide 
 O und� elastic� transversal� se ob�ine, în anumite condi�ii, numai în medii solide. 

Consider�m c� undele transversale se propag� într-o bar� elastic�. For�a rezultant� asupra 

elementului de mas� dm din bar� (fig. 2.2.5) este transversal� pe direc�ia de propagare, fiind dat� 

de diferen�a tensiunilor elastice tangen�iale, 

)t,x(dx
x

)t,x(
)t,x()t,x()t,dxx(d τ−

∂

τ∂
+τ=τ−+τ=τ , 

datorit� alunec�rii straturilor (forfec�rii): 

                      dSdx
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)t,x(
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τ−

∂

τ∂
+τ=          (2.2.15) 

 Dar, conform legii lui Hooke pentru deforma�ia de forfecare, tensiunea tangen�ial� este 

propor�ional� cu deforma�ia unghiular� γ, constanta de propor�ionalitate fiind modulul de torsiune 

(forfecare) G :                           

                     
x

.G.G
∂

η∂
=γ=τ                (2.2.16) 

unde s-a înlocuit unghiul γ în radiani în func�ie de deforma�ia transversal� a stratului, η:                                   

dx

d
tg

η
=γ≈γ . 
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                                                       x                x+dx                                 x 

Fig. 2.2.5 

 

Astfel, �inând cont de (2.2.16), expresia for�ei rezultante (2.2.15) devine : 
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�i egalând dF cu :            
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rezult� :        
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             (2.2.17) 

care reprezint� ecua�ia de propagare a undelor transversale în bar� �i care se mai scrie sub 

forma: 
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unde :     

                              
ρ

=
G

v
t

            (2.2.18) 

reprezint� viteza undelor transversale în bar�. 
 

    �  

                               t 

                       

 

  

 

                                                     �  

                         t 

              F                     Fig. 2.2.6 

Deoarece G < E, viteza undelor transversale este mai mic� decât cea a undelor 

longitudinale pentru acela�i mediu solid (G ≈ 0,4 E pentru metale �i rezult� c�  vt ≈ 0,62.
�

v ). 

Inegalitatea se p�streaz� �i în cazul propag�rii undelor în medii nem�rginite (de exemplu scoar�a 

dm 

�+d � 
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dS 

τ(x,t) τ(x+dx,t) 
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terestr�) �i aceast� deosebire sensibil� în vitezele de propagare ale celor dou� tipuri de unde este 

folosit� în seismologie pentru determinarea pozi�iei epicentrului cutremurelor (fig. 2.2.6). La 

suprafa�a p�mântului întâi sose�te unda longitudinal� “ � ” care apare ca o vibra�ie (trepida�ie) a 

podelei apoi, dup� un anumit timp (de ordinul secundelor), sose�te unda  transversal� “t” care 

apare ca o vibra�ie sau oscila�ie orizontal� (leg�nare). 

 

 2.2.6. Ecua�ia coardei vibrante 
 Vom considera o coard� elastic� (un fir a c�rui sec�iune este mic� pentru ca rezisten�a lui 

la încovoiere s� fie foarte redus�, fixat la capete �i supus unei tensiuni), a�ezat� în starea 

neperturbat�, dar tensionat�, de-a lungul axei Ox; astfel problema va fi tratat� în cazul simplu 

unidimensional. 

 Un element de coard� de lungime dx este scos din pozi�ia de echilibru de c�tre o for�� 

dirijat� pe direc�ia Oy, perpendicular pe axa Ox (fig. 2.2.7).  

                                                                                                

                                  y                                                   F
�

    

                                                                                        dηηηη               

                                                                           dx    

                                           F
�

                            ηηηη 

                                                

                                                                      

                                                          x                       x+dx        x 

Fig. 2.2.7 

 Atunci centrul de mas� al acestui element este deplasat cu η fa�� de pozi�ia de echilibru. 

L�sat liber, elementul de coard� va reveni spre pozi�ia de echilibru, executând oscila�ii 

transversale, deci deplasarea η depinde de timp. Dar perturba�ia acestui element din coard� se 

propag� de-a lungul lui x, antrenând �i restul corzii; rezult� de aici c� η = η (x, t).   

Asupra elementului considerat ac�ioneaz� for�ele F, care fac unghiurile α  �i  α+d α  cu 

axa Ox. Mi�carea corzii efectuându-se în planul xOy, se proiecteaz� for�ele pe aceste axe. 

Componenta pe axa Ox a celor dou� for�e este : 

                       [ ]α−α+α= cos)d(cosFF
x

               (2.2.19) 

Dup� dezvoltarea în serie a func�iei cosinus �inând seama c� unghiurile α  �i  α+ dα au 

valori foarte mici, se ob�ine : 

Fx  =  0 

Rezultatul era de a�teptat, întrucât coarda, ac�ionat� ini�ial de o for�� pe direc�ia Oy, nu se 

deplaseaz� �i pe direc�ia Ox. 

 Componenta pe direc�ia Oy este: 

                        [ ]α−α+α= sin)d(sinFF
y

              (2.2.20) 
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rezult� din (2.2.20): 

α+dα 
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                          dx

x

FF
2

2

y
∂

η∂
=                         (2.2.21) 

Dac� se exprim� for�a 
y

F  în func�ie de tensiunea tangen�ial�  τ  �i aria A a sec�iunii corzii se 

ob�ine: 

dx

x

AF
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y
∂

η∂
τ=  

Pe de alt� parte, for�a 
y

F  produce mi�carea accelerat� a elementului de coard� : 
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�i din cele dou� expresii ale for�ei 
y

F  ob�inem ecua�ia undei transversale unidimensionale în 

coard�: 
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∂
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                (2.2.22) 

cu nota�ia :               

                                                                         
2

t
v=

ρ

τ
                             (2.2.23) 

unde                                             

                                                                       
ρ

τ
=

t
v                             (2.2.24)        

este viteza de propagare a undelor transversale prin coard�. 
 Dac� în rela�ia (2.2.21) nu se înlocuie�te tensiunea F din coard�, se ob�ine din egalitatea 

componentelor 
y

F : 
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de unde rezult�                        

µ
=

�
�

�
�
�

�
=

F

dx

dm

F
v

2

t
 

sau                                                 

                                                                      
µ

=
F

v
t

                             (2.2.24’)      

unde 
dx

dm
=µ este masa unit��ii de lungime a coardei. 

 

2.2.7. Ecua�ia undelor într-un mediu ideal 
 

2.2.7.1. Ecua�ia diferen�ial� a undelor 

Ne propunem s� g�sim o ecua�ie de propagare a undelor în urm�toarele condi�ii: 

- mediul este ideal adic� omogen, izotrop, liniar, nedispersiv �i conservativ; 

- izvorul de unde produce mici oscila�ii (perturba�ii) în jurul pozi�iei de echilibru. 

Indiferent de natura perturba�iei, sau de caracterul matematic al m�rimii perturbate 

exprimat� prin func�ia de und� ψ (notat� cu  ξ  în cazul undelor longitudinale �i cu  η în cazul 
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celor transversale), care variaz� în raport cu coordonatele spa�iale �i cu timpul, propagarea 

perturba�iei se poate descrie cu o aceea�i teorie matematic�. În consecin��, în acest paragraf, ne 

vom ocupa numai de propagarea perturba�iei, f�r� a specifica natura acesteia. Mediul fiind ideal,  

diversele unde se comport� la fel �i deci ecua�ia de propagare are aceea�i form� (2.2.3 – 2.2.6). 

Generalizarea datelor experimentale conduce la postularea urm�torului tip de ecua�ie diferen�ial� : 

                   
2

2

22

2

2

2

2

2

tv

1

zyx ∂

ψ∂
=

∂

ψ∂
+

∂

ψ∂
+

∂

ψ∂
               (2.2.25) 

în care v este o constant� cu dimensiunile unei viteze, a c�rei valoare depinde de caracteristicile  

mediului �i ale undei.  

Utilizând operatorul laplacean ∆ (rela�ia A.1.33, anexa A1), ecua�ia undelor cap�t� forma 

condensat� : 
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2
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∂

ψ∂
=ψ∆                  (2.2.26) 

sau, notând cu                 

                                                          = 
2

2

2
tv

1

∂

∂
−∆                                   (2.2.27) 

operatorul lui d’ Alembert, rezult� ecua�ia: 

                                                                 ψ = 0                                          (2.2.28)   

 Ulterior se va vedea c�, în medii ideale, pentru diferite tipuri particulare de unde elastice 

sau electromagnetice, prin analiza propag�rii perturba�iei date, se ob�in ecua�ii de forma (2.2.25), 

care permit totodat� �i stabilirea dependen�ei vitezei v de propriet��ile mediului. 

 

2.2.7.2. Unda plan� 

Ne propunem s� integr�m ecua�ia diferen�ial� (2.2.25) în cazul în care func�ia ψ are 

aceea�i valoare în oricare punct al unui plan (y, z). Atunci : 
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x ∂

ψ∂
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      (2.2.29) 

 În teoria ecua�iilor cu derivate par�iale se arat� c� o solu�ie general� a ecua�iei (2.2.29) 

este o func�ie arbitrar� care depinde de x �i t numai prin intermediul unei combina�ii liniare �i 

omogene a acestor variabile. Astfel, solu�ia general� este : 
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sau           
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x
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x
tF                           (2.2.30’) 

în care f �i g sau F �i G sunt dou� func�ii arbitrare. Solu�ia �
�

�
�
�

�
− t

v

x
f  din (2.2.30) reprezint� unda 

progresiv�, care se propag� de la sursa S a undei (fig. 2.2.8) spre punctul de observa�ie. Într-

adev�r, pentru acele valori ale variabilelor x �i t  care satisfac rela�ia : 

                   .constt
v

x
=−                  (2.2.31) 

func�ia ψ are o aceea�i valoare. În particular, la momentul t  =  0, în punctul x = x0 not�m 

o
o

f
v

x
f =��

�

�
��
�

�
. La momentele ulterioare,  t > 0, valoarea f0 a func�iei va fi reg�sit� numai în acele 

puncte care satisfac condi�ia (2.2.31): 
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sau                                         
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deci pentru puncte a c�ror coordonat�  este x  >  x0. 

 

                ψ                                             v
�

 

                                     t=0                                                        t=t 

 

 

 

                  S      x0                                  v.t                                                    x 

 

                                                          x 

                                                              

Fig. 2.2.8 

 

De aici rezult� urm�toarele : 

 1
o
 perturba�ia se propag� de la surs� în sensul pozitiv al axei Ox, ceea ce justific� 

denumirea de und� progresiv�; 

 2
o
 raportul 

v

xx o−
 reprezint� timpul necesar ca unda s� str�bat� distan�a x – x0 �i, prin 

urmare, 

 3
o
 constanta v reprezint� viteza de propagare a perturba�iei. În acest paragraf se va preciza 

semnifica�ia vitezei v ca vitez� de faz�. 

Solu�ia �
�

�
�
�

�
+ t

v

x
g  din (2.2.30) reprezint� unda regresiv�; un ra�ionament analog cu acela 

f�cut mai sus arat� c� pentru valori cresc�toare ale timpului, coordonata x trebuie s� scad�, o 

anumit� valoare a func�iei propagându-se de la punctul de observa�ie spre surs�, în sensul negativ 

al axei Ox. 

Cazul cel mai des întâlnit în practic� fiind acela al undelor progresive, din expresia 

(2.2.30) vom re�ine numai solu�ia particular� �
�

�
�
�

�
− t

v

x
f . În ceea ce prive�te forma acestei func�ii, 

ne limit�m deocamdat� la unda armonic�. Dac� perturba�ia din surs� variaz� cu timpul ca un 

oscilator armonic �i dac� mediul este ideal, atunci func�ia care verific� ecua�ia (2.2.29) �i care 

reprezint� unda armonic� plan�, poate fi de forma: 

                           

�

�
�
�

�
ϕ+�
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−ω=
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t

v

x
cosAf      (2.2.32) 

sau, dac� se porne�te de la expresia (2.2.30’): 
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tcosAf                  (2.2.33) 

în care A, ω �i  ϕo  sunt constante. De asemenea, solu�ia : 
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sinAf    (2.2.34) 

reprezint� o und� armonic� plan�. Dup� cum se �tie, orice combina�ie liniar� a solu�iilor 

particulare este o solu�ie a ecua�iei diferen�iale liniare (2.2.29). Luând suma:                                          

sc
fif +=ψ  

se ob�ine func�ia :             
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sau                                    
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care reprezint� unda armonic� plan�; pentru comoditatea calculelor prefer�m forma (2.2.35) sau 

(2.2.36), în locul formulelor (2.2.32) �i (2.2.34), care modeleaz� fenomenele reale. 

M�rimile caracteristice undei armonice plane sunt: 

 1
o
. Faza undei, definit� ca argumentul cosinusului din expresia (2.2.32), este o func�ie de 

cele dou� variabile, x �i t : 

                   ot
v

x
)t,x( ϕ+�

�

�
�
�

�
−ω=ϕ   (2.2.37) 

 2
o
. Faza ini�ial� ϕ0 , care, a�a cum arat� numele, este : 

              )0,0(o ϕ=ϕ    (2.2.38) 

 3
o
. Suprafa�a de und�, sau suprafa�a echifaz�, este suprafa�a pe care faza are aceea�i 

valoare la un moment dat. Evident, datorit� faptului c� de la început s-a pus condi�ia ca func�ia ψ 

s� nu depind� de y �i z, suprafa�a de und� a undei armonice plane nu poate fi decât un plan, 

perpendicular pe direc�ia Ox. Not�m cu 
x

1

�

versorul direc�iei de deplasare a planelor echifaz�, iar 

cu x distan�a de la un plan  origine la planul care con�ine punctul de observa�ie. 

 4
o
. Viteza de faz�, prin care se în�elege viteza cu care se deplaseaz� suprafa�a de und� pe 

direc�ia normalei la suprafa�a de und�.  

Fie o suprafa�� de und� caracterizat� de o anumit� valoare a fazei (2.2.37),  

ϕ (x, t) = const. 

Diferen�iind aceast� expresie se ob�ine : 

                  
td

xd
v =   (2.2.39) 

de unde rezult� semnifica�ia constantei v ca vitez� de faz�. Se observ� c� planele echifaz� se 

deplaseaz� în sensul valorilor cresc�toare ale lui x. 

 5
o
. Frecven�a unghiular� ω , sau pulsa�ia, m�rime constant� care exprim� viteza de 

varia�ie a fazei : 

               
t∂

ϕ∂
−=ω   (2.2.40) 

 6
o
. Vectorul de und�  k

�

, al c�rui modul este definit astfel : 
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k
ω

=
∂

ϕ∂
=    (2.2.41) 

deci k este num�rul de und� (2.2.2). Întrucât versorul 
x

1

�

 este normal la planele echifaz�, vectorul  

                  
xkk

1
v

1
v

1.kk
���� ω

=
ω

==                 (2.2.42) 

are aceea�i direc�ie �i acela�i sens cu direc�ia �i sensul de propagare a suprafe�elor de und�. 
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 7
o
. Intensitatea undei luat� prin defini�ie ca produsul dintre expresia complex conjugat� 

ψ* a  func�iei ψ �i func�ia îns��i : 

                            ψψ= *I                 (2.2.43) 

sau, �inând seama de expresia (2.2.35) : 

                             
2

AI =                 (2.2.44) 

 8
o
. Amplitudinea undei poate fi ob�inut� din rela�iile (2.2.43) �i (2.2.44): 

                        
2/1

)*(A ψψ=                (2.2.45) 

Aceast� m�rime reprezint� valoarea maxim� a func�iei din (2.2.32) �i (2.2.34). 

 M�rimile 7
o
 �i 8o

 definite mai sus sunt constante în cazul undei armonice plane, care se 

propag� într-un mediu ideal. Dac� îns� mediul nu este ideal, sau forma suprafe�ei de und� nu este 

un plan, aceste m�rimi nu mai r�mân constante. 

 Utilizând expresia vectorului de und� (2.2.42), func�ia de und� dat� de (2.2.36) se scrie : 

                   
)xkt(i

0Ae
ϕ+−ω

=ψ                (2.2.46) 

iar partea ei real� este : 

)xkt(cosARe
0

ϕ+−ω=ψ  

 Observ�m c� o und� armonic� plan� reprezint� un concept idealizat, deoarece nici o surs� 

real� nu poate fi uniform distribuit� într-un plan �i deci infinit�. În subparagraful urm�tor se arat� 

în ce caz o und� sferic� poate fi aproximat� printr-o und� plan�. 

 Dac� trecem la un sistem de coordonate carteziene (x, y, z), orientate arbitrar fa�� de care 

direc�ia de propagare are cosinusurile directoare cos α, cos β �i cos γ, întrucât : 

γ+β+α= coszcosycosxr  

�i                      

γ+β+α= coskzcoskycoskxrk  

observând c�  

k.cos α =  kx ;  k.cos β =  ky  ;  k.cos γ  =  kz, 

ob�inem rela�ia precedent� ca un produs scalar : 

zyx
kzkykxr.k ++=

��

. 

Atunci solu�ia ecua�iei (2.2.25), în cazul unei unde armonice plane este : 

                      
)r.kt(i

oeA)t,z,y,x(
ϕ+−ω

=ψ
��

            (2.2.47) 

  

2.2.7.3. Unda sferic�. 
 Vom c�uta solu�ia ecua�iei undelor produse de o surs� punctiform�  situat� într-un mediu 

ideal; în acest caz suprafe�ele de und� sunt sfere, iar unda se nume�te sferic�. Datorit� simetriei 

sferice este comod s� se exprime func�ia ψ �i operatorul laplacean (A.1.38) în coordonatele sferice 

(r, θ, ϕ), a c�ror leg�tur� cu coordonatele carteziene (fig. 2.2 9) este: 

                 

                 x = r.sinθ.cosϕ 

                 y = r.sinθ.sinϕ          (2.2.48) 

                 z = r.cosθ 

ecua�ia undelor (2.2.26) scriindu-se explicit: 

                                                                      

                                                                                                                                        Fig. 2.2.9 
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Se observ� îns�, c� luând originea O în surs� (r = 0), func�ia de und� nu mai depinde de variabilele 

θ �i ϕ , trecerea de la o sfer� la alta f�cându-se numai prin varierea lui r sau t. Astfel, ecua�ia 

(2.2.49) se reduce la : 
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Deoarece: 
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ecua�ia (2.2.50) devine : 
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Notând  r ψ = u se ob�ine o ecua�ie formal identic� cu (2.2.29), 
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a c�rei solu�ie este de forma (2.2.30’) : 
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de unde:   
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 (2.2.53) 

semnifica�ia func�iilor F �i G fiind aceea�i ca în subparagraful precedent. 

 Limitându-ne la o und� armonic� progresiv�, solu�ia (2.2.53) se scrie: 
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Vectorii r
�
�i k

�

sunt coliniari în fiecare punct, deoarece originea este în surs�. Notând amplitudinea 

undei sferice A / r = ��(r), se constat� c� aceasta depinde de distan�a dintre punctul M în care se 

observ� perturba�ia produs� de und� �i punctul O în care este plasat� sursa undei. Dac� distan�a r 

este mult mai mare decât dimensiunile domeniului D din jurul punctului M (fig. 2.2.10) atunci 

raportul 1/ r  poate fi considerat constant, ceea ce conduce la o valoare constant� a amplitudinii �. 

Depinzând deci de raportul dintre distan�a r �i dimensiunile domeniului de observa�ie, o und� 

sferic� poate fi aproximat� printr-una plan�.  
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Fig. 2.2.10 
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2.2.8. Interferen�a undelor elastice. Unde sta�ionare 

Fenomenul de suprapunere a dou� sau mai multe unde într-un punct al unui mediu elastic 

se nume�te interferen��. Pentru studiul acestui fenomen se utilizeaz� metoda compunerii micilor 

oscila�ii, care const� în faptul c� mi�carea punctului material în care are loc interferen�a este dat� 

de rezultanta mi�c�rilor de mic� amplitudine impuse acestui punct de fiecare und� în parte 

(principiul independen�ei ac�iunii for�elor). 

 Pentru ca dou� unde se interfere trebuie s� fie coerente adic� diferen�a de faz� s� se 

men�in� constant� în timp �i s� aib� aceea�i frecven��. 

 Consider�m dou� unde elastice coerente care provin de la dou� surse coerente aflate la 

distan�ele x1 �i x2 de punctul P din mediul elastic (fig. 2.2.11).  

Presupunem c� elonga�iile celor dou� unde sunt pe aceea�i direc�ie �i c� au aceea�i 

amplitudine (
o

A ) �i pulsa�ie:           
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                 Fig. 2.2.11 

 

Din compunerea ac�iunii undelor rezult�: 
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unde 
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sunt amplitudinea �i respectiv faza ini�ial� a mi�c�rii oscilatorii rezultante. 

 Din (2.2.55) rezult� c� amplitudinea mi�c�rii rezultante este func�ie de diferen�a de drum 

∆x =  x2 – x1 dintre cele dou� unde. 

 Amplitudinea rezultant� va avea valoarea maxim� când: 

2
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�i va avea valoarea minim� când: 
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Punctele cu amplitudine maxim� se numesc ventre �i le corespunde o diferen�� de drum 

egal� cu un num�r par de 
2

λ
 în timp ce punctele de amplitudine minim� se numesc noduri  �i le 

corespunde o diferen�� de drum egal� cu un num�r impar de 
2

λ
. 
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 Fenomenul de interferen�� este frumos ilustrat de undele de suprafa�� care se formeaz� pe 

ap� la aruncarea simultan� a dou� pietricele, la o anumit� distan�� între ele. 

 Un caz interesant de interferen�� se ob�ine prin suprapunerea undei incidente cu unda 

reflectat� pe aceea�i direc�ie. Cele dou� unde au aceea�i frecven�� (la reflexie nu se modific� 

frecven�a) �i diferen�a de faz� (de drum) r�mâne constant� în timp deci sunt coerente. 

 Presupunem c� reflexia se face pe un mediu cu densitate mai mare decât a celui în care 

are loc propagarea. Not�m cu Ox direc�ia undei incidente �i cu AB  suprafa�a reflectant�, situat� la 

distan�a � de sursa de unde (fig. 2.2.12 a). 

 Izvorul de oscila�ii O oscileaz� dup� legea : 

T

t
2cosAy

oO
π=  

În punctul M, situat la distan�a x de izvor, oscila�ia este de forma: 
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Oscila�iile ajungând în N se reflect� �i ajungând în M au elonga�ia : 
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unde ϕ este întârzierea de faz� produs� în urma reflexiei; pentru simplificare s-a considerat aceea�i 

amplitudine a undei reflectate cu a undei incidente, de�i amplitudinea scade în urma reflexiei 

deoarece o parte din energia undei se pierde prin transmisie. Se observ� c� diferen�a de drum 

dintre cele dou� unde nu depinde de timp ci numai de pozi�ia punctului considerat. 

                                                                                                     λ/2          λ/4 
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Fig. 2.2.12 

Oscila�ia rezultant� în M are ecua�ia : 
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sau                                  
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y1 într-un factor sinusoidal spa�ial �i unul sinusoidal temporal. 

Amplitudinea mi�c�rii este: 
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�i nu depinde de timp.  
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Fiecare particul� oscileaz� armonic, conform factorului temporal 
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dar cu amplitudinea A variabil� de la punct la punct, conform factorului 
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, spre deosebire de unda progresiv� (plan�, neatenuat�) în care 

particulele oscileaz� cu aceea�i amplitudine. 

 Cum punctul fix N are amplitudinea nul� (A = 0), punând x = �  în expresia precedent� 

pentru A, rezult� ϕ = π �i astfel: 
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 Pentru a ob�ine pozi�ia ventrelor se pune condi�ia:  
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λ
−= �  deci primul ventru se afl� la  λ/4  în stânga punctului N (fig. 2.2.12b). 

Pentru noduri  se pune condi�ia: 
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�
�
�

� π
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λ

−
π 0
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x
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�
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�

π
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π
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λ

−
π

2

nx

2
1n2

2

x
2

��

2
nx

n,m

λ
−= � ,  n = 0,1,2,3.. 

Primul nod se ob�ine pentru n = 0, adic� 
o,m

x = � , deci în punctul N. 

 A�adar, ca urmare a interferen�ei undei incidente cu unda reflectat� ia na�tere o nou� 

und�, format� din ventre �i noduri, numit� und� sta�ionar�. 
 

2.2.9. M�rimi energetice 
 Intensitatea undei elastice (numit� �i densitate de suprafa�� a fluxului energetic �) 

definit� prin : 

                     ��
�

�
��
�

�
=

Φ
=

td

Wd

Ad

d

Ad

d
I

nn

                             (2.2.57) 

exprim� transferul de energie în procesul de propagare a undei prin aria dAn normal� la direc�ia de 

transfer a energiei W. Energia transferat� de unda care se propag� cu viteza v, în timpul dt, normal 

prin aria dAn este uniform distribuit� în volumul paralelipipedului cu sec�iunea dAn �i în�l�imea 

v.dt, fiind deci propor�ional� cu volumul acestuia (fig. 2.2.13): 

d W ∼ dt.v.dA
n

 

 

                                                                                                 dAn 

 

                                                                         v.dt 

 

 

Fig. 2.2.13 
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 Factorul de propor�ionalitate reprezint� energia din unitatea de volum, adic� densitatea 

volumic� de energie, w. Astfel: 

dt.v.dA.wWd
n

=  

�i din (2.2.57) rezult�:          

                                                                       I  =  w . v             (2.2.58) 

Viteza de faz� fiind un vector �i intensitatea undei elastice poate fi definit� ca vector, 

indicând sensul transferului de energie : 

                               vwI
��

=                           (2.2.58’) 

Un element de volum dV, cu masa dm, din mediul elastic str�b�tut de und�, execut� o 

oscila�ie �i în consecin�� are o energie suplimentar� : 

 
22

o

2
..dm

2

1
v.dm

2

1
Wd ωξ==  

sau, în func�ie de densitatea mediului ρ : 

dV
2

1
Wd

22

o
ρωξ=  

unde ξo reprezint� amplitudinea, iar ω frecven�a unghiular�. Raportând la unitatea de volum dV se 

ob�ine densitatea de energie w : 

                 ρωξ== 22

o
2

1

Vd

Wd
w              (2.2.59) 

Introducând w în (2.2.58) rezult� pentru intensitatea undei: 

                      v
2

1
I

22

o
ρωξ=             (2.2.60) 

sau, în func�ie de frecven��: 

                    v2I
22

o

2 ρυξπ=              (2.2.61)  

  

2.2.10.  Ultraacustic� 
 

1. Generarea ultrasunetelor 

 Ultrasunetele sunt unde acustice cu frecven�a mai mare decât pragul audibilit��ii normale 

umane (16 KHz), ajungând pân� la frecven�e de ordinul 10 GHz (10
10

 Hz).  

Ultrasunetele se ob�in fie cu ajutorul unor cristale piezoelectrice care manifest� 

fenomenul de electrostric�iune adic� de contrac�ie sau dilatare sub ac�iunea unui câmp electric, fie 

cu ajutorul unor corpuri feromagnetice care manifest� fenomenul de magnetostric�iune, 

deformându-se sub ac�iunea unui câmp magnetic. 

 a) În primul caz prin aplicarea unei tensiuni alternative, materialul vibreaz�, putând 

genera în acest mod unde acustice în mediul înconjur�tor. Astfel de cristale piezoelectrice sunt : 

cuar�ul, turmalina, titanatul de bariu, sarea Seignette etc, îns� cel mai folosit este cuar�ul deoarece 

prezint� stabilitate termic� �i o rela�ie liniar� între tensiunea aplicat� �i deforma�ie. 

 Din cuar� se taie o pl�cu�� (lam�) cu o anumit� orientare fa�� de axele cristalografice. 

Grosimea lamei, � , se alege astfel încât s� vibreze în rezonan�� cu câmpul electric alternativ 

aplicat prin intermediul unui condensator. Condi�ia de maxim sau de formare a undelor sta�ionare 

este ca grosimea lamei s� fie num�r întreg de semilungimi de und�: 

υ
=

λ
=

2

v
n

2
n�  

unde v este viteza de propagare a undelor longitudinale (ultrasunetelor), dat� de rela�ia (2.2.14).  

 Rezult� astfel frecven�a ultrasunetelor generate: 

1n
n

E

2

n
υ=

ρ
=υ

�
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unde E este modulul de elasticitate Young, ρ densitatea cuar�ului iar υ1 (n=1) este frecven�a 

fundamental� (fig. 2.2.14). Având în vedere valorile pentru E �i ρ la cuar� rezult�: 

mmunde),kHz(
2855

1
=><=υ �

�
 

Aceea�i lam� se poate folosi �i ca receptor de ultrasunete datorit� efectului invers: intrând 

în vibra�ie de rezonan�� sub ac�iunea undei ultrasonore, lama se polarizeaz� alternativ, adic� pe 

fe�ele sale apar sarcini electrice alternative. 

  

 

                                �                                                                                       λ/2 

 

Fig 2.2.14 

 

 b) În al doilea caz se poate realiza un generator de ultrasunete dintr-o bar� cu propriet��i 

magnetostrictive, introdus� într-o bobin� alimentat� de la o surs� de curent alternativ �i care, sub 

influen�a câmpului magnetic alternativ creat de bobin�, se dilat� �i se contract� periodic, deci 

capetele barei oscileaz� �i aceste oscila�ii sunt transmise mediului sub form� de ultrasunete. 

 

 2.  Aplica�ii ale ultrasunetelor 

 Aplica�iile ultrasunetelor (u.s.) pot fi active �i pasive.  

În cazul aplica�iilor active u.s. schimb� atât structura cât �i propriet��ile mediului supus 

ac�iunii lor. Aceste aplica�ii se bazeaz� pe un transfer de energie de la unda ultrasonor� la 

substan�a care sufer� transform�ri structurale. Astfel, ultrasunetele sunt folosite pentru degazarea �i 

omogenizarea topiturilor, prelucrarea materialelor solide (�lefuire, t�iere, perforare), schimbarea 

structurii metalelor, lipirea �i cositorirea ultrasonic�, cur��area suprafe�elor metalice sau 

îmbun�t��irea depunerilor electrochimice. De asemenea ultrasunetele pot distruge suspensii (de 

exemplu separarea �i depunerea pic�turilor de ap� din cea��) sau pot produce emulsion�ri de 

substan�e nemiscibile. Dac� transferul de energie se realizeaz� la nivel molecular, ultrasunetele pot 

ini�ia reac�ii chimice sau provoca scindarea unor molecule. 

Aplica�iile pasive servesc numai la ob�inerea de informa�ii referitoare la calitatea sau la 

dimensiunile corpului examinat, u.s. nemodificând structura �i propriet��ile corpului. Aceste 

aplica�ii se bazeaz� pe absorb�ia diferen�ial� a ultrasunetelor în diverse medii (mai puternic� în 

gaze) astfel încât varia�ia intensit��ii unui fascicul la trecerea printr-o substan�� poate da indica�ii 

asupra existen�ei eventualelor neomogenit��i. Aceasta este baza procedeului experimental denumit 

defectoscopie ultrasonor�, procedeu care eviden�iaz� defectele (goluri, fisuri) din piesele solide. 

De asemenea, se pot m�sura grosimi de piese care nu prezint� decât o fa�� accesibil� sau distan�e 

dintre dou� puncte. Hidroloca�ia ultrasonor�  const� în reflexia ultrasunetelor de c�tre o suprafa�� 

solid� dintr-un mediu lichid, cu receptarea ulterioar� a ecoului �i este utilizat� pentru detectarea �i 

pozi�ionarea unor obiecte situate în ap� (submarine, bancuri de pe�ti, forme ale reliefului submarin 

etc); acela�i principiu st� la baza ecografiei folosite în investiga�iile medicale. Proprietatea 

ultrasunetelor de a se propaga cu u�urin�� prin medii solide �i de a se reflecta atunci când ajung la 

suprafa�a de separare a dou� straturi de compozi�ii diferite a fost folosit� pentru a pune la punct o 

metod� de prospec�iune geologic�. 
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PROBLEME PROPUSE LA CAPITOLUL 2 

2.1. S� se arate c� mi�carea rectilinie definit� de ecua�ia tcos25x
2−=  (cm) este o 

mi�care oscilatorie armonic�. De asemenea s� se determine centrul de oscila�ie (punctul fa�� de 

care au loc oscila�iile), perioada, amplitudinea �i accelera�ia mi�c�rii.  

                                       R:  x – 4 = – cos2t= cos (2t+π); T = π (s); A=1 cm; v =2sin2t; a=4cos2t 

 

2.2.  S� se determine elementele mi�c�rii oscilatorii armonice definit� de ecua�ia  x = 1 + 

cos 9,42 t + sin 9,42 t (cm). 

                                       R: x = 1 + 2 sin �
�

�
�
�

� π
+  

4
 t9,42  

 2.3. Prin compunerea a dou� oscila�ii armonice de aceea�i direc�ie �i de aceea�i frecven�� 

se ob�ine o oscila�ie rezultant� cu amplitudinea de 9 cm. Una din oscila�ii este descris� de ecua�ia  

x1=5.sin40t cm, iar cealalt� are amplitudinea de 7 cm. S� se determine ecua�ia celei de-a doua 

oscila�ii �i a mi�c�rii oscilatorii rezultante. 

                    Se dau:  arccos 0,1=1,47 rad=0,468π �i arctg 1,22=0,89 rad=0,282π. 

                                                                         R:   x2=7sin(40t+0,468π); x=9sin(40t+0,282π) 

2.4. Oscila�ia rezultat� prin superpozi�ia a dou� oscila�ii armonice cu aceea�i amplitudine 

este data de ecua�ia x = a. cos2,1t. cos50t  (unde t este dat în secunde). S� se determine pulsa�iile 

oscila�iilor componente �i perioada b�t�ilor. 

          R: ω1 = 52,1 rad.s
-1

  �i  ω2 = 47,9 rad.s
-1

;  Tb= 1,5 s 

 

2.5. Ecua�iile de mi�care la care este supus un punct sunt             

5

t
2sin10y;

5

t
2cos10x π=π= oscila�iile efectuându-se dup� direc�ii perpendiculare. S� se afle: 

a) ecua�ia traiectoriei punctului; 

b) viteza punctului �i sensul deplas�rii punctului pe traiectorie. 

          R : a) x2
 + y

2 
= 100   (cerc de raz� r = 10 cm); b) v = 4 π cm.s

-1
 sens trigonometric. 

 

2.6. Afla�i ecua�ia traiectoriei mobilului supus simultan oscila�iilor perpendiculare: 

  a) x = 2 sin πt ;    y = cos π (t + 0,5) ; 

            b) x  =  2 cos ωt ;   y = 3 sin 0,5 ωt . 

                                            R:  a) )dreapt�(x
2

1
y −= ;  b)  ).parabol�()x2(

4

9
y

2 −=  

2.7. O mas� m = 150g, suspendat� la cap�tul unui resort de constant� elastic� k = 50N/m, 

efectueaz� oscila�ii verticale amortizate. �tiind c� dup� n = 15 oscila�ii, amplitudinea oscila�iilor 

scade de e=2,71 ori, s� se afle: a) decrementul logaritmic al amortiz�rii; b) perioada oscila�iilor 

amortizate �i coeficientul de amortizare β. 

         R: a)  δ  = 
n

1
 ln (A0/An) = 1/15; b) s344,0

2
1.

k

m
2T

2

=�
�

�
�
�

�

π

δ
+π= ; β = 

T

δ
 = 0,194 s

-1 

2.8. O particul� este scoas� din pozi�ia de echilibru cu o distan�� 
0

A  �i apoi l�sat� liber�. 

Ce spa�iu parcurge particula în timpul oscila�iilor pân� la oprirea sa complet� dac� decrementul 

logaritmic al amortiz�rii este δ ? 

                      R: 

2

2

0

e1

e1
As

δ
−

δ
−

−

+
=  



 

 

 48 

2.9. Amplitudinea oscila�iilor for�ate ale unui oscilator asupra c�ruia ac�ioneaz� o for�� 

exterioar� periodic�, variaz� cu pulsa�ia acesteia îns� are valori egale pentru dou� pulsa�ii ω1 �i ω2. 

S� se determine pulsa�ia ωr pentru care amplitudinea prezint� un maxim (numit� �i pulsa�ie de 

rezonan�� a elonga�iilor).  

                              R: 
2

2
2

2
1

r

ω+ω
=ω  

2.10. Un corp cu masa m=10 g efectueaz� oscila�ii cu coeficientul de amortizare β=1,6 s
-1

. 

Corpul este ac�ionat de o for�� periodic� extern� care îi produce oscila�ii for�ate a c�ror ecua�ie este 

x= 5 cos(10 πt – 5/4π) cm. S� se g�seasc� ecua�ia for�ei periodice exterioare. 

          R: t10cos205,0F π= (N)  

 

 2.11.  Dou� surse de oscila�ii S1 �i S2 emit unde cu amplitudinile A1 = 2 mm �i 

respectiv A2 = 5 mm. Frecven�a undelor emise este ν = 160 Hz iar viteza lor de propagare în aer 

este c = 320 m.s
-1

.  S� se afle ecua�ia de oscila�ie a unui punct situat la distan�a x1 = 6,5 m de prima 

surs� �i x2 = 
3

32
 m de a doua surs�, dac� sursele oscileaz� în faz�. 

                                         R: )19,1t320(sin8,6y −π=  (m) 

 2.12. Extremitatea unei coarde elastice oscileaz� dup� legea 

                      y = 0,02 sin 10 πt (m). 

a) Afla�i frecven�a �i perioada oscila�iilor extremit��ii. 

b) Calcula�i lungimea de und� a undelor ce se propag� în lungul coardei dac� viteza lor de 

propagare este c = 0,4 m.s
-1

. 

c) Ce diferen�� de faz� corespunde oscila�iilor  a dou� puncte de pe coard� aflate la distan�a 

∆x = 5 cm unul de cel�lalt ? 

d) Care este legea  de oscila�ie a unui punct situat la distan�a x1 = 1,2 m de extremitate? Se 

va presupune coarda infinit� ? 

e) Ce vitez� are punctul situat la distan�a x1 dup� o optime de perioad�, socotit din 

momentul în care a început s� oscileze ? 

                                                    R: a) ν = 5 Hz; T =  0,2 s; b)  λ = 8  cm;  c)
4

5
xk

π
=∆=ϕ∆ ;  

                                                         d)  y1 =  0,02 sin 10π(t – 3) (m); e)  v1 = Aωcos ωt1= 0,4  m.s
-1 

2.13. O und� longitudinal� are frecven�a ν = 1000 Hz. Unda  se propag� într-un mediu de 

densitate ρ = 7,85⋅10
3
 kg.m

-3
 �i al c�rui modul de elasticitate este E = 2,12⋅10

11
 N.m

-2
. S� se afle: 

a) pulsa�ia undei �i lungimea ei de und�; 

b) energia maxim� de oscila�ie a unit��ii de volum a mediului, dac� amplitudinea 

oscila�iilor este A = 1 mm. 

       R: a) m2,5
E1

;s.rad2000
1 =

ρν
=λπ=ω −

;  b) J10.54,1A
2

1
vm

V2

1
W

5222

max
=ωρ==  

 

 2.14. La distan�a l=4m de un perete reflect�tor plan vertical se afl� o surs� de unde plane 

de amplitudine  
1

A =1,2 mm. La distan�a L de perete se afl� un receptor ce prime�te atât undele 

provenite direct de la surs� cât �i undele reflectate cu amplitudinea 
2

A =0,15 mm. S� se determine 

primele trei frecven�e ale sursei pentru care în receptor se produc minime de oscila�ie în urma 

interferen�ei celor dou� unde precum �i amplitudinea minim�. Viteza sunetului în aer se consider� 

c=340 m/s. 

 R: 
l2

c
n

n
=ν ; Hz5,1273;Hz852;Hz5,42

13121
=ν=ν=ν=ν=ν ; mm05,0AAA

21min
=−=  

 



 

 

 49 

���������		���������		���������		���������		



				

��������������	��
������

�

 

 Experimental se constat� existen�a unor interac�iuni de alt� natur� decât cele 

gravita�ionale, care nu pot fi reduse la aspecte strict mecanice. Acestea au primit numele de 

interac�iuni electromagnetice, iar câmpul prin care se transmit, câmp electromagnetic. Se observ� 

c� în anumite cazuri particulare efectele electrice sunt  independente de cele magnetice, câmpul 

electric �i câmpul magnetic manifestându-se ca entit��i distincte, nelegate între ele. 

 Analiza câmpului electromagnetic �i a fenomenelor conexe necesit� introducerea unor 

m�rimi de stare adecvate (primitive �i derivate). Macroscopic se definesc dou� m�rimi primitive 

care descriu câmpul electromagnetic (intensitatea câmpului electric în vid �i induc�ia magnetic� în 

vid) �i patru m�rimi primitive caracteristice st�rii electromagnetice a corpurilor (sarcina electric�, 

momentul electric, intensitatea curentului electric, momentul magnetic). 

 Pentru studiul electromagnetismului este comod� distinc�ia urm�toarelor trei cazuri, 

determinate de condi�ii diferite: 

- regimul static, când nu exist� efecte termice �i toate m�rimile X sunt    

   invariante în timp ( )0t/X =∂∂ ; 

- regimul sta�ionar, când m�rimile sunt invariante în timp; 

- regimul variabil, când nu exist� nici o condi�ie restrictiv�. 

         

3.1. ELECTROSTATIC� 

Electrostatica se refer� la interac�iunile dintre sarcinile electrice în repaus �i poate fi 

studiat� separat de magnetostatic�, care se refer� la curen�ii sta�ionari; în ambele cazuri, m�rimile 

fizice nu depind de timp. 

 3.1.1. Sarcina electric� 

 Sarcina electric�, notat� q sau Q, reprezint� o m�rime primitiv�, ireductibil� la alte 

m�rimi �i care este eviden�iat� de interac�iunile care se exercit� între corpurile înc�rcate electric 

(corpuri electrizate), interac�iuni care sunt de alt gen decât cele cunoscute din mecanic�. Faptul c� 
for�ele dintre corpurile electrizate pot fi de atrac�ie sau de repulsie, indic� existen�a a dou� tipuri de 

sarcini electrice, numite conven�ional pozitive �i negative. De asemenea experimental se pune în 

eviden�� proprietatea de aditivitate a sarcinii electrice. 

 Un corp poate fi electrizat prin diverse procedee, cum ar fi: frecarea, înc�lzirea, iradierea 

cu radia�ii ionizante, iradierea cu unde electromagnetice cu lungime de und� mic�, contactul cu alt 

corp electrizat, influen�a exercitat� de alt corp electrizat. 

 Un corp electrizat cu dimensiuni neglijabile fa�� de distan�ele la care se g�sesc corpurile 

cu care interac�ioneaz� poate fi considerat punctiform, iar sarcina sa este o sarcin� punctiform�.  

Starea de înc�rcare a corpurilor nepunctiforme, poate fi descris� prin m�rimea derivat� ρ, 

numit� densitatea volumic� de sarcin� electric� �i definit�  prin rela�ia : 

                                
�d

qd
=ρ               (3.1.1) 

unde dq reprezint� sarcina electric� elementar� din volumul elementar d� . Evident, în cazul unei 

reparti�ii omogene a sarcinii electrice q, ρ poate fi calculat prin raportarea la un volum finit � : 

                                  
�

q
=ρ               (3.1.1’) 

 Pentru cazul, frecvent întâlnit în practic�, al distribu�iei sarcinii electrice numai pe 

suprafa�a corpului se introduce no�iunea de densitate superficial� de sarcin�, σ: 



 

 

 50 

                            
dA

dq
=σ                                   (3.1.2) 

dq reprezentând sarcina electric� de pe suprafa�a elementar� dA. În cazul unei reparti�ii uniforme a 

sarcinii electrice q pe o suprafa��, σ poate fi calculat prin raportarea la o suprafa�� finit� A: 

                                                                     
A

q
=σ                                   (3.1.2’) 

Analog se poate defini o densitate liniar� de sarcin�, �: 

                            
�d

qd
=λ                                (3.1.3)  

d �  fiind elementul de lungime pe care este repartizat� sarcina elementar� dq. 

 O sarcin� electric� generat� într-un punct al unui corp nu se men�ine în acel punct ci se 

r�spânde�te în jur astfel încât densitatea volumic� de sarcin� se mic�oreaz� în timp (sarcina se 

relaxeaz�). Sc�derea densit��ii volumice de sarcin�, -dρ,  depinde de valoarea lui ρ la un moment 

dat �i de intervalul de timp dt: 

dtkd ρ=ρ−  

unde inversul constantei k reprezint� timpul de relaxare T (T = 1/k). Prin integrarea rela�iei de mai 

sus (la t = 0, ρ = ρ0) se ob�ine:  

T

t

0

t

0

edt
T

1d

0

−ρ

ρ

ρ=ρ��−=�
ρ

ρ
 

Din punct de vedere al mobilit��ii sarcinilor electrice în corpuri, acestea pot fi clasificate în 

dou� categorii:  

- corpuri conduc�toare (conductori), în care sarcinile electrice se deplaseaz� u�or (timp de 

relaxare T=0 deci ρ=0 �i sarcina este împr��tiat� instantaneu)   �i  
- corpuri neconduc�toare (izolatoare) sau dielectrici, în care mobilitatea sarcinilor electrice 

este foarte redus� (timp de relaxare foarte mare T→∞ deci ρ=ρ0 �i sarcina se conserv� un 

timp îndelungat). 

 

  3.1.2. Câmpul electric. Intensitatea câmpului electric în vid 
Existen�a interac�iunilor între corpuri electrizate, în repaus, f�r� contact între ele, 

presupune existen�a unui câmp prin care se transmit interac�iunile, numit câmp electric 
(electrostatic). Caracteristicile acestuia pot fi eviden�iate prin ac�iunile sale ponderomotoare �i 
anume for�ele pe care le exercit� asupra unui corp înc�rcat. 

 Evident, intensitatea câmpului electric în vid este o m�rime primitiv�, deoarece a fost 

introdus� în mod experimental, f�r� a fi dedus� din alte m�rimi �i f�r� a se reduce la alte m�rimi. 

Pe baza experien�elor lui Cavendish, Coulomb a ar�tat c� for�a electrostatic� dintre dou� sarcini 

punctiforme în repaus, q �i q0, situate în vid la distan�a r una fa�� de cealalt� (fig. 3.1.1 a) este dat� 
de expresia: 

                         
r

r

r4

qq
F

2

0

0

�
�

επ
=                (3.1.4)  

care reprezint� legea lui Coulomb �i în care r
�

este vectorul de pozi�ie al sarcinii q0 fa�� de q (fig. 

3.1.1.b) iar m�rimea ε0 este constanta interac�iunilor electrostatice în vid sau permitivitatea 

electric� a vidului a c�rei valoare este ε0 = 8,854 . 10
 –12

 F/m (sau 1/4πε0 = 9 . 10
9
 m/F). 

Se spune c� sarcina q creeaz� în jurul ei un câmp electric ce ac�ioneaz� asupra unei alte 

sarcini q0 (de prob�) cu for�a (3.1.4). Deoarece for�a electrostatic� este propor�ional� cu sarcina, se 

introduce m�rimea )r(E
��

, numit� intensitatea câmpului electric sau câmp electric �i definit� prin 

for�a ce ac�ioneaz� asupra unit��ii de sarcin�: 
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Fig. 3.1.1. 

 

 Câmpul electric creat de un sistem de sarcini discrete q1, q2, …,qn într-un punct M în care 

este plasat� sarcina de prob� q0, având vectorii de pozi�ie 
n21
r,...,r,r
���

 fa�� de punctele în care se 

afl� sarcinile respective, este 
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                (3.1.6) 

deci egal cu suma vectorial� a câmpurilor electrice generate de fiecare sarcin� în parte (principiul 

superpozi�iei câmpurilor electrice): 
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i
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F
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���
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=

           (3.1.6
’
) 

 În cazul unei distribu�ii continue de sarcin� (într-un volum � , pe o suprafa�� S sau de-a 

lungul unei curbe C), pentru calculul câmpului electric se realizeaz� o împ�r�ire în elemente 

diferen�iale de volum, de suprafa�� sau de linie (fig. 3.1.2) pe care le putem considera ca sarcini 

punctiforme dq (date de rela�iile 3.1.1 – 3.1.3)  care produc la distan�a r câmpuri electrice 

elementare 
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επ
=                         (3.1.7) 

câmpul electric total fiind dat de superpozi�ia acestor câmpuri electrice elementare: 
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Fig. 3.1.2 

3.1.3. Fluxul electric. Legea  lui Gauss în vid.  
 Câmpul electric poate fi reprezentat cu ajutorul liniilor de câmp care sunt simple curbe 

ale c�ror tangente, în orice punct, coincid cu direc�ia vectorului câmp electric în acel punct. 

Totalitatea liniilor de câmp electric ce trec normal printr-o suprafa�� constituie fluxul electric Φ  

care se define�te ca produsul scalar dintre vectorul câmp electric E

�

 �i vectorul suprafa�� orientat� 

n.SS
��

= , care are sensul normalei pozitive la acea suprafa�� având versorul n
�

(fig. 3.1.3): 
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n

SEcosSESn.ES.E =θ===Φ
����

              (3.1.8) 

În cazul în care câmpul electric este neuniform ( ≠E

�

const.) se define�te mai întâi un flux 

electric elementar prin elementul de suprafa�� Sd

�

 care este considerat� practic plan� iar vectorul 

câmp electric ce str�bate aceast� suprafa�� este constant, 

                         Sd.Ed

��

=Φ                                   (3.1.9) 

�i apoi, prin integrare, se determin� fluxul total prin suprafa�a S: 

                          �� θ�� ==Φ
SS

cos.dS.ESd.E

��

                   (3.1.10) 
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Fig. 3.1.3 

 Legea lui Gauss reprezint� o rela�ie simpl� dintre fluxul electric care str�bate o suprafa�� 
închis� �i sarcina electric� (sursa) care îl produce. 

 Se consider� în vid suprafa�a închis� S (fig.3.1.4) în interiorul c�reia se afl� o sarcin� 
electric� Q, într-un punct oarecare P. Cu centrul în P se construie�te o sfer� de raz� r. Se observ� 
c� toate liniile de câmp ce pleac� de la sarcina Q vor str�bate atât suprafa�a S0 a sferei cât �i 

suprafa�a S. Prin urmare, fluxul electric prin S este egal cu fluxul electric prin S0 �i pe baza rela�iei 

(3.1.10) se poate scrie : 
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  (3.1.11) 

�i cum  

S0  = 4 π r
2
, 

se poate scrie: 
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Fig. 3.1.4 

Rezultatul ob�inut nu depinde de raza sferei folosite în ra�ionament deoarece num�rul total al 

liniilor de câmp (fluxul electric) care trec prin suprafe�ele tuturor sferelor concentrice este 

constant. Cu alte cuvinte, în afara punctului în care se afl� sarcina nu pot s� apar� sau s� se termine 

θθθθ θθθθ 
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linii de câmp. Sarcina Q este sursa câmpului electric. Rezult� c� fluxul electric care str�bate 

suprafa�a închis� S ce cuprinde sarcina Q este dat de rela�ia (3.1.12). 

 În conformitate cu principiul superpozi�iei, intensitatea rezultant� a unui câmp generat de 

mai multe sarcini Qi se ob�ine prin însumarea câmpurilor generate de fiecare sarcin� în parte �i 

deci, dac� în interiorul suprafe�ei S exist� mai multe sarcini Qi, se pot scrie rela�iile:  

n21
E...EEE

����

+++= , 

�� +++=��
S

n21

S

)Sd.E...Sd.ESd.E(Sd.E

��������

 

                                

0

n21

0

n21

Q
)Q...QQ(

1
....

ε
=+++

ε
=Φ++Φ+Φ=Φ       (3.1.13) 

Deoarece sarcina Q poate fi pozitiv� sau negativ� �i fluxului Φ i se asociaz� un semn. 

Prin conven�ie, sensul liniilor de câmp este dat de sensul de mi�care al unei sarcini electrice 

pozitive l�sate s� se mi�te liber în câmpul respectiv. Liniile câmpului electrostatic sunt curbe 

deschise care pleac� de la sarcina pozitiv� �i se opresc pe sarcina negativ� (fig. 3.1.5 a, b, c). 

   

  

 

  

 

     a                                            b                                           c 

Fig. 3.1.5 

Din figurile 3.1.5. a, b �i din rela�ia (3.1.10) se observ� c� semnul fluxului depinde de 

sensul liniilor de câmp �i deci, de semnul sarcinii electrice din interiorul suprafe�ei: o sarcin� 

pozitiv� (Q > 0) creeaz� un flux pozitiv, Φ > 0 (fig. 3.1.6 a), iar o sarcin� negativ� (Q <  0) creeaz� 

un flux negativ prin S, Φ < 0  (fig. 3.1.6 b).  

 

        n
�

 

       dS         n
�
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          +Q                                                       -Q 

  

                 a                                                                       b 

Fig. 3.1.6 

Cu alte cuvinte, fluxul elementar dΦ prin suprafa�a elementar� deschis� dS (fig. 3.1.6) 

este pozitiv dac� sensul liniilor de câmp este acela�i cu al vectorului d S

�

 (care are sensul normalei 

exterioare la suprafa��, de versor n
�

) �i negativ dac� sensul liniilor de câmp este contrar sensului 

vectorului d S

�

. 

Pentru a determina fluxul electric printr-o suprafa�� S, creat de o sarcin� Q situat� într-un 

punct P exterior (fig. 3.1.7), se construie�te un con elementar cu vârful în P, care decupeaz� pe 

suprafa�a S dou� elemente de suprafa�� dS �i dS’. Deoarece în interiorul lui S nu sunt sarcini 

electrice, rezult� c� toate liniile de câmp din P vor str�bate atât dS cât �i dS’ deci fluxul electric 

prin dS este egal, în valoare absolut�, cu fluxul prin dS’. Dar fluxul dΦ este negativ, deoarece el 

str�bate suprafa�a dS în sens contrar normalei n
�

 �i deci  

                                          Φ−=Φ dd ’  , 
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sau                          

                                                              0dd , =Φ+Φ                 (3.1.14) 
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Fig. 3.1.7 

 

Întreaga suprafa�� S se poate considera ca fiind alc�tuit� din perechi de elemente de suprafa�� dS �i 

dS’ construite ca în figura 3.1.7. Prin fiecare pereche de suprafe�e elementare fluxul rezultant 

elementar este nul, în conformitate cu rela�ia (3.1.14). Însumând toate aceste fluxuri elementare se 

ob�ine:  

                                  �� ==Φ
S

0Sd.E

��

   (3.1.15) 

adic� fluxul total printr-o suprafa�� închis� este nul dac� sarcina care produce câmpul se afl� în 

exteriorul suprafe�ei. 

 Rela�iile (3.1.12) �i (3.1.15) exprim� legea fluxului electric sau legea lui Gauss sub 
form� integral�: “fluxul electric printr-o suprafa�� închis� de form� arbitrar� este numeric egal 

cu 1/ε0 înmul�it cu suma algebric� Q a sarcinilor electrice aflate în interiorul suprafe�ei �i este 

egal cu zero când Q este exterior acestei suprafe�e”. 

 Dac� sarcina Q este distribuit� în spa�iu într-un volum � , conform (3.1.1)  se poate scrie: 

���ρ=
�

�dQ  

În conformitate cu teorema Green-Gauss-Ostrogradski (A.1.20) fluxul total Φ prin 

suprafa�a S ce delimiteaz� volumul �, satisface rela�ia: 

���=��=Φ
�

�d.EdivSd.E

S

���

 

Din cele dou� rela�ii �i din (3.1.12) rezult�: 
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de unde se ob�ine forma local� a legii lui Gauss: 
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Fig. 3.1.8 

 Prin urmare, semnifica�ia fizic� a divergen�ei câmpului electric este dat� de densitatea 

volumic� a sarcinilor electrice. Divergen�a este mai mare în punctele în care exist� o densitate de 

volum a sarcinilor electrice mai mare �i pornesc mai multe linii de câmp din suprafa�a care închide 

sarcinile (fig. 3.1.8).  
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 Dac� într-un punct din spa�iu ρ = 0, din acel punct nu pornesc linii de câmp �i Ediv

�

= 0. 

Se spune în acest caz c� fluxul cîmpului electric este conservativ iar câmpul electric este 

solenoidal (§ A.1.3). Dac� în alt punct ρ ≠ 0 (ρ > 0) atunci Ediv

�

> 0 �i acest punct reprezint� o 

surs� de câmp electric. 

 

3.1.4. Câmpul electric al unor distribu�ii de sarcin� 
Pentru câmpuri electrice care prezint� simetrie, legea fluxului conduce la o metod� 

comod� de calcul a intensit��ii câmpului electric. S� presupunem c� exist� o suprafa�� închis�  �  

pentru care, în orice punct, sunt satisf�cute condi�iile:  

a) valoarea intensit��ii câmpului electric este aceea�i �i  

b) vectorul E

�

este normal la suprafa��.  

Atunci fluxul câmpului electric E

�

 prin suprafa�a închis� � este: 

              ��� =�� �� ===Φ
ΣΣ Σ

.EdAEdAEAdE

��

       (3.1.17) 

rela�ie care, împreun� cu legea lui Gauss (3.1.12), permite calcularea intensit��ii câmpului electric 

pentru unele distribu�ii de sarcin�. 

 

 1. Câmpul electric produs de o distribu�ie sferic� de sarcin� 
 S� consider�m în vid un corp sferic de raz� R (fig.3.1.9), înc�rcat superficial cu 

densitatea +σ constant�, astfel încât sarcina electric� este : 

2
R4Q π⋅σ=  

 Simetria sferic� a distribu�iei sarcinii electrice implic�, în exteriorul corpului înc�rcat, o 

simetrie radial� a câmpului electric, redat� prin forma liniilor de câmp din figura 3.1.9. Suprafa�a 

� care satisface condi�iile impuse anterior este evident o sfer� (concentric� cu sfera înc�rcat�) de 

raz� r (r > R) �i atunci din (3.1.17) �i (3.1.12) rezult�: 
                   

                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3.1.9 
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sau, vectorial, 
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În interiorul sferei înc�rcate, oricum s-ar alege suprafa�a �, aceasta nu include nici o 

sarcin� electric� ceea ce, conform (3.1.15), are drept consecin�� un câmp electric nul: 
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 Analog, se poate ar�ta, c�  pentru orice distribu�ie cu simetrie sferic� a sarcinii electrice, 

câmpul electric (în afara corpului înc�rcat) este identic cu câmpul produs de o sarcin� punctiform�, 

egal� cu sarcina total� a corpului �i plasat� în centrul acestuia. 

  

 2. Câmpul electric produs de un plan infinit înc�rcat 

În cazul unei sarcini electrice distribuite cu densitatea superficial� constant� +σ pe un 

plan infinit aflat în vid considerente elementare de simetrie conduc la concluzia c� liniile de câmp 

electric sunt normale la planul înc�rcat, paralele �i echidistante (fig. 3.1.10). În aceast� situa�ie se 

consider� suprafa�a � de forma unui cilindru drept, cu bazele (de arie A) paralele cu planul 

înc�rcat, astfel încât fluxul prin suprafa�a lateral� este nul. Atunci, notând cu Q sarcina electric� de 

pe por�iunea de arie A din planul înc�rcat, intersectat� de cilindrul �, în conformitate cu (3.1.17) �i 
(3.1.12) avem : 
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   Fig. 3.1.10                                                          Fig. 3.1.11 

3. Câmpul electric creat de dou� plane infinite înc�rcate 

Consider�m dou� plane infinite înc�rcate cu densit��ile superficiale de sarcin� +σ �i -σ 

(fig. 3.1.11). În spa�iul dintre cele dou� plane intensit��ile (3.1.19) câmpurilor electrice create de 

fiecare plan în parte se însumeaz�, vectorii −+ E�iE

��

 fiind orienta�i în acela�i sens: 
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int
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=

ε

σ
=                             (3.1.20) 

iar în domeniul exterior E

�

rez = 0. 

   

3.1.5. Poten�ialul electric 

Expresia (3.1.5) a câmpului electric creat de o sarcin� punctiform� în vid se poate scrie �i 
sub forma: 
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func�ia scalar� numit� poten�ial electric (electrostatic), rela�ia (3.1.21) devine: 

                        )r(Vgrad)r(E)r(V)r(E
������

−=⇔∇−=        (3.1.22) 

sau                            

                                                      .)constV(gradE +−=
�

                    (3.1.22’) 

deoarece gradientul unei constante este nul. Rezult� c� poten�ialul câmpului electric poate fi 

definit numai cu aproxima�ia unei constante aditive arbitrare. 

Astfel, câmpul electric deriv� dintr-un poten�ial scalar; semnul minus arat� c� sensul 

câmpului este contrar vectorului gradient de poten�ial, deci o sarcin� pozitiv� se deplaseaz� în 

sensul descre�terii poten�ialului. 

Ca �i în cazul intensit��ii câmpului electric, poten�ialul depinde de tipul distribu�iei de 

sarcini. Pentru un sistem de sarcini discrete �i sarcini distribuite continuu (pe un volum � , pe o 

suprafa�� S �i pe o curb� Γ) poten�ialul este: 
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Din rela�ia (3.1.22) rezult� componentele intensit��ii câmpului electric creat de sarcina q: 
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iar produsul scalar dintre vectorul E

�

 �i vectorul �

�

d - elementul de contur pe o traiectorie oarecare 

- este (fig. 3.1.12): 
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               (3.1.24) 

Integrând între dou� puncte 1 �i 2 se ob�ine: 
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 Prin defini�ie, circula�ia vectorului câmp electric între dou� puncte, �
2

1

d.E �

��

, reprezint� 

tensiunea electric� între acele puncte. Deci într-un câmp electric cu caracter poten�ial (câmp 

electrostatic) tensiunea depinde numai de pozi�ia celor dou� puncte : 

             
21

2

1

12
VVd.EU −=�= �

��

                  (3.1.26)  

Dac� sarcina electric� de prob� q0 se deplaseaz� pe o curb� închis� Γ vom avea (V1 = V2): 
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             (3.1.27) 

care exprim� forma integral� a teoremei circula�iei vectorului câmp electric (teorema 
poten�ialului electrostatic): “circula�ia vectorului câmp electric pe o curb� închis� este egal� cu 

zero”. Dac� se transform� integrala curbilinie într-o integral� de suprafa�� (teorema lui Stokes), se 

ob�ine forma local� a teoremei poten�ialului electrostatic: 
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     (3.1.28) 

deci câmpul electric este irota�ional, f�r� vârtejuri, având linii de câmp deschise. Cu alte cuvinte, 

câmpul electric deriv� dintr-un poten�ial, fiind un câmp conservativ. 

 Conven�ie. Într-un punct aflat la infinit, poten�ialul câmpului electrostatic este egal cu 

zero. Dac�  

�==−�==
∞

∞
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1212
d.EVVV0VV �

��

, 

deci poten�ialul electric într-un punct este egal cu circula�ia vectorului câmp electric din acel punct 

la infinit.  

 Lucrul mecanic al for�elor câmpului electrostatic, care este un câmp conservativ, pentru 

deplasarea unui corp de sarcin� pozitiv� q0 între dou� puncte este egal cu minus varia�ia energiei 

poten�iale între acele puncte, conform rela�iei (1.1.40): 
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�           (3.1.30)  

Din cele dou� rela�ii rezult� c� produsul qo.V m�soar� energia poten�ial� a sarcinii qo în 

punctul de poten�ial V.  De aici rezult� semnifica�ia fizic� a poten�ialului într-un punct dat al 

câmpului electric, ca fiind energia poten�ial� a sarcinii pozitive unitate plasat� în acel punct. 

 �inând cont de (3.1.26), din (3.1.29) �i (3.1.30) se ob�ine: 
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Din teorema lui Gauss pentru vid (3.1.16) �i din defini�ia (3.1.22) rezult� : 

o
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ρ
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sau                                                           

o

V
ε

ρ
−=∆                  (3.1.32) 

care reprezint� ecua�ia lui Poisson �i în care 
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este laplaceanul poten�ialului V. 
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Ecua�ia Poisson este o ecua�ie diferen�ial� cu derivate par�iale pentru care teoria ecua�iilor 

diferen�iale d� solu�ia : 

[ ]
���

−+−+−

ρ

επ
=

''�
2/1

2220 )'zz()'yy()'xx(

'dz'dy'dx

4

1
)z,y,x(V  

V(x,y,z) reprezint� poten�ialul câmpului electric într-un punct de coordonate (x, y, z), 

produs de sarcina electric� cu distribu�ia descris� de ρ din volumul �’ (evident, regiunile lipsite de 

sarcin�, cu densitatea ρ =  0, nu aduc nici o contribu�ie la rezultat). 

 În cazul câmpului produs de un corp punctiform, numitorul integralei devine distan�a r de 

la corp la punctul unde se calculeaz� poten�ialul iar integrala, efectuat� acum doar asupra 

num�r�torului, se reduce la sarcina q a corpului. Considerând nul� constanta (arbitrar�) de 

integrare se ob�ine chiar rela�ia (3.1.21’): 

r4

q
V

επ
=  

�i aplicând în aceast� egalitate operatorul gradient rezult�, conform (3.1.22), intensitatea câmpului 

electric. 

Prin defini�ie (§ A.1.3 din anexa A1), suprafa�a echipoten�ial� este locul geometric al 

punctelor în care poten�ialul are aceea�i valoare, adic� .const)z,y,x(V =  Pentru o suprafa�� 

echipoten�ial� rela�ia (3.1.24) devine: 

0d.E =�

��
 

ceea ce implic� ortogonalitatea vectorilor E

�

�i �

�

d . Vectorul �

�

d  fiind con�inut în suprafa�a 

echipoten�ial�, rezult� c� liniile de câmp electric (tangente la E

�

) sunt normale la suprafe�ele 

echipoten�iale. 

 

3.1.6. Dipolul electric 

 Dipolul electric este un ansamblu de dou� sarcini egale �i de semne contrare (+q, -q) 

situate la o mic� distan�� �  între ele. Dreapta ce une�te sarcinile se nume�te axa dipolului. 

Caracteriz�m dipolul prin momentul electric dipolar: 

               �

��
.qp =                             (3.1.33) 

unde �

�

 este vectorul de pozi�ie al sarcinii pozitive fa�� de cea negativ� (fig. 3.1.13). 
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Fig. 3.1.13 
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3.1.6.1. Câmpul �i poten�ialul electric creat de un dipol 

Vom calcula câmpul �i poten�ialul produs de un dipol, caracterizat de un moment electric 

p
�

(fig. 3.1.13) într-un punct P care are vectorul de pozi�ie r
�

 fa�� de centrul dipolului O (situat în 

originea sistemului de axe de coordonate) �i vectorii de pozi�ie
1
r
�

 �i 
2

r
�

 fa�� de cele dou� sarcini. 

Se consider� c� lungimea dipolului �  este mult mai mic� decât distan�a r la care se calculeaz� 

ac�iunea acestuia. 

Poten�ialul în punctul curent P(x, y, z) este dat, aditiv, de poten�ialele create de sarcinile 

punctiforme +q  �i –q, adic� : 

210

12

2010
rr4

)rr(q

r4

q

r4

q
V

επ

−
=

επ
−

επ
=  

Distan�a �  dintre cele dou� sarcini punctiforme fiind foarte mic�, în compara�ie cu r1 �i r2 , se 

poate scrie, conform figurii 3.1.13: 

2

21
rrr ≈  ;  r2rr

21
≈+  

2
rr;

2
rr

12

�

�
���

�
��

−=+=  

Ridicând la p�trat ultimele dou� rela�ii �i sc�zându-le se ob�ine, neglijând termenii cu 
2

� : 
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121212

2
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Înlocuind aceast� rela�ie în expresia de mai sus a poten�ialului �i �inând cont de aproxima�iile 

f�cute, rezult�: 

3
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0
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επ
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=

��
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��

 

unde s-a folosit defini�ia (3.1.33) pentru momentul electric dipolar. 

  Conform (3.1.22) intensitatea câmpului electric este: 
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  (3.1.34) 

Dar:   
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care înlocuite în (3.1.34) determin� expresia intensit��ii câmpului electric produs de un dipol: 

                                                   �
�

�
�
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−

επ
=

35
0 r
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)rp(r3

4

1
)r(E

����
��

              (3.1.34’) 

Se observ� din aceast� rela�ie c� E scade mult mai puternic cu distan�a r (ca 1/r
3
), decât în cazul 

unei sarcini punctiforme (unde dependen�a este 1/r
2
), deci influen�a unui dipol în exterior este mai 

slab� decât a unei sarcini punctiforme. 

  

3.1.6.2.  Dipolul electric aflat în câmp electrostatic 

Dac� dipolul AB este situat într-un câmp electric uniform ( E

�

= const.) astfel încât 

momentul dipolar formeaz� unghiul α cu direc�ia intensit��ii câmpului electric E

�

 (fig. 3.1.14), 
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atunci asupra dipolului ac�ioneaz� cuplul de for�e )Eq,Eq(

��

−+  cu momentul fa�� de centrul 

dipolului: 

α=α=α= sinEpsinEqsin.FC ��  

sau vectorial,                            

                                                                     ExpC

���

= .                        (3.1.35) 

 Cuplul  de for�e tinde s� roteasc� dipolul spre pozi�ia în care momentul s�u dipolar devine 

paralel cu intensitatea câmpului. În aceast� pozi�ie atât momentul cuplului de for�e cât �i for�a 

electric� rezultant� sunt egale cu zero �i dipolul va fi, deci într-o stare de echilibru stabil, a�a cum 

vom vedea în paragraful urm�tor. 
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            Fig. 3.1.14                                                        Fig. 3.1.15 

 Dac� dipolul se afl� în câmp electric neuniform ( E

�

≠ const.) atunci for�ele +F

�

�i −F

�

care 

ac�ioneaz� asupra sarcinilor dipolului nu mai sunt egale în modul �i dipolul este ac�ionat în acest 

caz de rezultanta acestora (fig. 3.1.15): 

[ ])r(E)'r('EqFFF
�������

−=+= −+  

                                                            [ ])r(E)r(EqF
��

�

����

−+=                (3.1.36) 

unde )'r('E
��

este intensitatea câmpului electric în punctul în care se afl� sarcina electric� pozitiv� 

iar )r(E
��

 reprezint� intensitatea câmpului electric în punctul în care se afl� sarcina electric� 

negativ�. 

 Cum distan�a �  dintre sarcinile electrice este mult mai mic� decât distan�a la care 

intensitatea câmpului electric )r(E
��

variaz� sensibil, se poate dezvolta în serie Taylor  m�rimea 

)r(E �

���

+  cu limitare la primii termeni: 
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unde 
zyx

,, ���  sunt proiec�iile vectorului �

�

 pe axele de coordonate. Introducând aceast� rela�ie 

în (3.1.36) �i �inând cont de (3.1.33), se ob�ine: 

E).p(E).(qF

���

�

��

∇=∇=  

Folosind rela�ia (A.1.28) din anex�,  

A).B(B).A(ArotxBBrotxA)B.A(grad

����������

∇+∇++= , 

pentru EB�ipA

����

==  �i �inând cont c� p
�

este un vector constant ( 0prot =
�

) �i c� 0Erot =
�

 

(conform teoremei 3.1.28), se poate scrie: 

E).p()E.p(grad

����
∇=  

deci expresia for�ei rezultante ce ac�ioneaz� în câmp electric neuniform asupra dipolului electric 

devine: 
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                                                              )E.p(gradF

���

=                               (3.1.37) 

 Astfel, în câmpuri neuniforme, asupra unui dipol electric se exercit� atât un cuplu de for�e 

cât �i o for�� de transla�ie care tinde s� plaseze dipolul acolo unde câmpul este mai intens. 

3.1.6.3.  Energia dipolului în câmp electrostatic 

Energia dipolului în câmp electric uniform este egal� cu suma energiilor celor dou� 
sarcini componente aflate în punctele A �i B (fig. 3.1.14) de poten�iale VA �i VB: 

                    )VV(qVqVqWWW
ABABBA

−=−=+=       (3.1.38) 

Dar                       
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unde 
�

�

1  este versorul direc�iei axei dipolului. Aceast� rela�ie, proiectat� pe axa dipolului, se scrie: 
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care înlocuit� în (3.1.38) implic� pentru energia unui dipol într-un câmp electric: 

                    E.pcosEpcosE.qW

��
� −=α−=α−=          (3.1.39) 

Dac� α = 0, energia dipolului este minim�, Wmin  = - p E,  iar momentul cuplului este zero. 

Aceasta înseamn� c� dipolul se afl� într-o stare de echilibru stabil, deci cuplul de for�e tinde s� 

mic�oreze unghiul α dintre axa dipolului �i direc�ia câmpului electric. La α = π , energia dipolului 

devine maxim�, Wmax =  p E,  iar momentul cuplului este zero. Evident, în aceast� pozi�ie, dipolul 

se afl� într-o stare de echilibru instabil. 

 

3.1.7. Conductori în câmp electric 

 A�a cum s-a v�zut în paragraful 3.1.1, corpurile conduc�toare (conductorii) se 

caracterizeaz� printr-o mare mobilitate a sarcinilor electrice (timp de relaxare foarte mic, T=0, deci 

sarcina electric� se împr��tie instantaneu).  

În cazul conductorilor metalici exist� dou� tipuri de sarcini electrice, de semn contrar:  

sarcini libere (electronii) �i sarcini imobile (ionii pozitivi afla�i în vârfurile re�elei cristaline). Dac� 

un conductor neutru din punct de vedere electric este introdus într-un câmp electric de intensitate 

E

�

, purt�torii de sarcin� electric� din interiorul conductorului se deplaseaz� spre suprafa�a acestuia 

astfel: sarcinile electrice pozitive în sensul vectorului E

�

 iar sarcinile electrice negative în sens 

opus (fig. 3.1.16). 
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Fig. 3.1.16 

Sarcinile electrice de semn contrar genereaz� un câmp electric 'E

�

 orientat în sens opus câmpului 

electric exterior. Redistribuirea sarcinilor electrice în conductor continu� pân� când se ajunge la un 

echilibru electrostatic, adic�: 

'EE�i'EE

����

−==  

În acest caz intensitatea câmpului electric din interiorul conductorului devine zero: 

                       0'EEE
i

=+=
���

                             (3.1.40)                                             
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ceea ce înseamn� c� poten�ialul electric în interiorul conductorului este constant, conform (3.1.22): 

.constV0Vgrad
ii

=�=  

În exteriorul conductorului liniile de câmp devin perpendiculare pe suprafa�a 

conductorului, deci câmpul electric în exterior are numai component� normal� (dac� ar avea �i o 

component� tangen�ial�, sub ac�iunea acesteia sarcinile de pe suprafa�a conductorului s-ar deplasa 

�i nu ar mai exista echilibru electrostatic): 

                                                  0E;EE
tn

==
���

                      (3.1.40’) 

Rezult� c� suprafa�a unui conductor aflat în câmp electrostatic este echipoten�ial�. 

Dac� unui conductor i se transmite o sarcin� electric� q, aceasta se distribuie pe suprafa�a 

conductorului cu o densitate superficial� σ, densitatea volumic� ρ din interior fiind zero (de fapt 

concluzia 3.1.18), deci se distribuie astfel încât s� fie îndeplinite condi�iile de echilibru (3.1.40) �i 

(3.1.40’). 

În concluzie, un conductor neutru din punct de vedere electric introdus în câmp electric 

conduce la întreruperea liniilor de câmp exterior, fapt ce st� la baza ecran�rii electrostatice. 

 

3.1.8. Dielectrici în câmp electric. Polarizarea dielectricilor. 

3.1.8.1. Tipuri de dielectrici �i de polarizare 
Dielectricii sunt substan�e caracterizate din punct de vedere al mobilit��ii sarcinilor 

electrice printr-un timp de relaxare infinit al sarcinilor. Dielectricii sunt compu�i din molecule cu 

sarcini pozitive �i negative care sub ac�iunea unui câmp electric, în func�ie de tipul acestora, se 

deplaseaz� microscopic în jurul pozi�iei de echilibru astfel încât la capetele dielectricului apar 

sarcini induse, fenomen care poart� numele de polarizarea dielectricului. 

Polarizarea dielectricilor este legat� de propriet��ile atomilor �i moleculelor care 

formeaz� dielectricul respectiv. Se deosebesc dou� tipuri de polarizare �i anume polarizarea 

elastic� �i polarizarea de orientare. Vom încerca s� în�elegem aceste dou� forme de polarizare 

considerând cazul simplificat, când interac�iunea dintre molecule poate fi neglijat� (aceast� 
presupunere este valabil�, de fapt, numai în cazul unor medii rarefiate, cum sunt gazele). 

 1
o
. Polarizarea elastic�. Pentru o serie de substan�e, moleculele acestora nu posed� 

moment de dipol electric, adic� moleculele constituente ale acestor substan�e sunt molecule 

nepolare. Momentul de dipol al unei molecule este zero dac� centrul sarcinii electrice pozitive 

coincide cu centrul sarcinii electrice negative. În grupa moleculelor nepolare intr� în primul rând 

toate moleculele monoatomice (gazele inerte, vapori metalici) �i moleculele poliatomice care 

posed� o structur� chimic� simetric�. În figura 3.1.17 se indic� structura unor molecule nepolare. 

Dac� o molecul� nepolar� se afl� într-un câmp electric de intensitate E

�

, atunci centrul sarcinilor 

electrice negative �i al celor pozitive se deplaseaz� în sensuri  opuse �i molecula cap�t� un moment 

electric de dipol 

                    aqp
��

=                      (3.1.41) 

unde a este distan�a dintre centrele sarcinilor electrice negative �i pozitive, datorat� ac�iunii 

câmpului electric exterior.  

Se pot distinge trei tipuri de polarizare elastic� : 

a) polarizarea electronic� – sub ac�iunea câmpului electric exterior centrul p�turilor electronice se 

deplaseaz�  fa�� de centrul nucleului; 

b) polarizarea ionic� – în cazul moleculelor formate din ioni (HCl, H2O etc), sub ac�iunea câmpului electric 

exterior ionii negativi �i pozitivi sufer� deplas�ri în sensuri opuse; 

c) polarizarea re�elei – în cristalele ionice (exemplu : NaCl) este posibil�, sub ac�iunea câmpului electric 

exterior, o deplasare a subre�elei format� din ionii pozitivi, fa�� de subre�eaua format� din ionii negativi. 

 Datorit� separ�rii centrului sarcinilor pozitive din fiecare molecul� de centrul sarcinilor 

negative în lungul liniilor de câmp, la capetele dielectricului compus din molecule nepolare apar 

sarcini induse, egale �i de semn contrar (fig. 3.1.17); dielectricul se încarc� cu electricitate pe 

fe�ele laterale perpendiculare pe direc�ia câmpului. Astfel de dielectrici se numesc dielectrici 

nepolari sau diaelectrici.           
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   2
o. Polarizarea de orientare. Polarizarea de orientare se observ� în cazul substan�elor, 

ale c�ror molecule posed� un moment electric de dipol, în absen�a câmpului electric exterior. 

Moleculele acestor substan�e  se numesc molecule polare. Prezen�a unui moment electric de dipol 

o
p
�

 este condi�ionat� de o anume asimetrie în structura moleculei. Aceast� asimetrie conduce la 

faptul c� centrul sarcinilor negative, din molecul�, nu coincide cu centrul sarcinilor electrice 

pozitive. Dac� �  este distan�a dintre centrele sarcinilor electrice negative �i pozitive, molecula va 

avea un moment electric de dipol constant 

               �

��
qp

o
=    (3.1.42) 
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                      Fig. 3.1.17                                                                 Fig. 3.1.18 

 În figura 3.1.18  se indic� structura unor molecule polare; de exemplu, molecula de ap� 

este polar� deoarece sarcina medie pozitiv� este deplasat� spre atomii de hidrogen iar sarcina 

negativ� spre atomii de oxigen. În substan�ele polare nu avem o polarizare macroscopic� în 

absen�a câmpului electric exterior, deoarece momentele electrice de dipol se distribuie omogen în 

spa�iu. Dac� îns� substan�a polar� se afl� într-un câmp electric de intensitate E

�

, atunci distribu�ia 

direc�iilor de orientare a momentelor electrice de dipol devine asimetric�, deoarece câmpul 

exterior tinde s� orienteze momentele 
o

p
�

 în sensul vectorului E

�

, conform celor ar�tate în § 3.1.6 

�i apar astfel sarcini electrice superficiale (în câmp electric neomogen apar �i sarcini induse în 

volumul dielectricului). Astfel de dielectrici se numesc dielectrici polari sau paraelectrici.   

3.1.8.2. Vectorul polarizare electric� 

 A�a cum am v�zut în subparagraful precedent, orice dielectric, neutru din punct de vedere 

electric, introdus în câmp electric exterior se polarizeaz�. Starea electric� a unui corp polarizat 

electric este caracterizat� printr-o m�rime vectorial� p
�

 numit� momentul electric al corpului 

(m�rime primitiv�), care este univoc definit prin expresiile for�ei F

�

 (3.1.37) �i cuplului C

�

 (3.1.35) 

exercitate de câmpul electric E

�

, asupra corpului : 

)Ep(F
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EpC

���

×=  

 Momentul electric al corpului este dat de suma momentelor electrice dipolare ale celor N 

molecule polare din care este constituit dielectricul: 

�=
=

N

1i
i

pp
��

 

 În absen�a unui câmp electric exterior moleculele dielectricului sunt orientate la 

întâmplare �i suma vectorial� a momentelor tuturor moleculelor va fi zero : 

0pp0E

N

1i
i

=�=�=
=

���

 

 În prezen�a unui câmp electric exterior uniform, dipolii moleculari se vor roti �i 0p ≠
�

. 

 Dac� momentul electric al unui element de volum �d  este pd
�

 atunci corpul poate fi 

caracterizat din punct de vedere macroscopic prin momentul electric al unit��ii de volum 

             ����                  
��� d

pdp
limP

0

��
�

=
∆

∆
=

→∆
             (3.1.43) 

numit �i vector polarizare sau polariza�ie electric�. Pentru un corp omogen de volum � : 

                                               
�

p
P

�
�

=              (3.1.43’) 

 Vectorul polarizare P

�

 are ca efect faptul c� în prezen�a unui dielectric intensitatea 

câmpului electric difer� de intensitatea câmpului electric creat de acelea�i sarcini în vid. 

 Consider�m un mediu dielectric omogen de form� paralelipipedic�, constituit din 

molecule polare, plasat în vid. Sub ac�iunea unui câmp electric omogen E

�

 moleculele se 

orienteaz� �i pe fa�a de suprafa�� S, perpendicular� la direc�ia câmpului, apare sarcina +qp iar pe 

cealalt� –qp, uniform distribuite pe cele dou� fe�e (fig. 3.1.19.a); sarcinile interioare î�i echilibreaz� 
momentele electrice. Dac� dielectricul este a�ezat în câmp astfel încât fe�ele paralelipipedului sunt 

înclinate cu unghiul θ fa�� de direc�ia vectorului câmp electric, de-a lungul normalei la fa�a pe care 

apar sarcinile de polarizare exist� numai componenta n.PP
n

��

=  a vectorului polarizare P

�

 (fig. 

3.1.19 b). 
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Fig. 3.1.19 

  

Densitatea superficial� a sarcinilor de polarizare este 

                                
S

q
p

p
=σ              (3.1.44) 

iar momentul electric al corpului dielectric are valoarea: 
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θ
==

cos
'unde'qp

p

�
��  

�  fiind distan�a dintre cele dou� fe�e, vectorul p
�

 fiind orientat în sensul lui E

�

: 

                     
E

E

cos
q1

cos
q'qp

pEpp

�

���
�

��

θ
=

θ
=⋅=          (3.1.45) 

Sarcinile interioare î�i echilibreaz� momentele �i de aceea nu apare densitate volumic� de sarcin� 

de polarizare c�ci, în caz contrar nu ar mai fi respectat� condi�ia de omogenitate. 

 Polarizarea va fi : 

                        
E

E

cosE

E

S
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q

p
P

p
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θ

σ
=

θ
==

�
    (3.1.46) 

Înmul�ind rela�ia (3.1.46) cu versorul normalei pozitive la suprafa�a dielectricului se ob�ine 

componenta vectorului polarizare pe direc�ia normalei la fa�a dielectricului: 

           
p

pp

n
E

.cos.E

cosE

n.E
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n.PP σ=

θ

θ

σ
=

θ

σ
==

��
��

        (3.1.47) 

Rela�ia (3.1.47) eviden�iaz� apari�ia sarcinilor de polarizare pe suprafe�ele de 

discontinuitate care nu sunt paralele cu vectorul polariza�ie electric�. Astfel: 

• σp  >  0  dac�  θ ∈ [0, π/2), deci pe fa�a pozitiv�; 

  • σp = 0 dac� θ = π/2 deci pe suprafa�a paralel� cu câmpul; 

• σp  <  0 dac�  θ ∈ (π/2, π], deci pe fa�a negativ�. 
 În cazul dielectricilor neomogeni sau al câmpurilor exterioare neuniforme, la vectorul 

polarizare contribuie �i sarcinile de polarizare de densitate volumic� ρp (momentele electrice din 

interiorul dielectricului nu se mai echilibreaz�) �i se poate ar�ta în acest caz c� 

ρp  =  - ∇ P

�

 

 

3.1.9. Capacitatea electric�.  Condensatori 
Proprietatea corpurilor de a înmagazina sarcini electrice se nume�te capacitate electric�. 

Dac� se m�re�te treptat sarcina electric� a unui conductor izolat, poten�ialul conductorului cre�te 

propor�ional cu sarcina acumulat� pe conductori, astfel încât  raportul dintre sarcina q �i poten�ialul 

V, în orice stare de echilibru a conductorului, r�mâne constant. Raportul               

                                                          
V

q
C =  

se nume�te capacitatea electric� a conductorului. Valoarea capacit��ii nu depinde de sarcin� �i 

poten�ial ci de forma �i dimensiunile conductorului  (de geometrie).  

            Unitatea de m�sur� a capacit��ii electrice este faradul,  F,  cu submultiplii:  µF,  nF  �i  pF. 

Un ansamblu de doi conductori, separa�i printr-un dielectric poart� numele de condensator 

electric. Cei doi conductori se numesc arm�turile condensatorului. Dup� forma arm�turilor  

condensatorii pot fi: plani, sferici, cilindrici etc. 

Calculul expresiei capacit��ii condensatorilor se reduce la determinarea sarcinii electrice 

cu care se încarc� �i a diferen�ei de poten�ial dintre arm�turi 

                   

21
VV

q
C

−
=                                  (3.1.48) 

Calculul capacit��ii condensatorului plan 

  Arm�turile condensatorului plan pot fi considerate ca dou� plane infinite înc�rcate cu 

densit��ile superficiale de sarcin� +σ �i -σ (fig. 3.1.20). Câmpul electric dintre arm�turile aflate în 

aer este creat atât de planul înc�rcat pozitiv cât �i de cel înc�rcat negativ, a�a cum arat� rela�ia 
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(3.1.20) �i este orientat perpendicular pe arm�turi, având sensul de la arm�tura pozitiv� spre cea 

negativ� (consider�m aceast� direc�ie Oz): 

                                                          

0

E
ε

σ
=                            (3.1.49) 

Conform rela�iei (3.1.22) proiectat� pe direc�ia Oz se ob�ine: 

�−=��−=
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dz.EdV
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sau                                

o
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o

21

d
)zz(VV

ε

σ
=−

ε

σ
=−  

unde d = z2 – z1 este distan�a dintre arm�turile de coordonate z1 �i z2. 

Dac� S este suprafa�a unei arm�turi,                                                                        

S

dq
VV

o

21 ε
=−   , 

q  fiind sarcina total� (în valoare absolut�) de pe un plan. 

 Capacitatea condensatorului plan va fi raportul dintre sarcina unei pl�ci �i diferen�a de 

poten�ial dintre pl�ci: 

                        
d

S
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o

S

dq

q

o

ε
==

ε

                    (3.1.50) 
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Fig. 3.1.20 

 

 

3.1.10. Definirea vectorului induc�ie electric�.   

3.1.10.1. Leg�tura dintre vectorii P�iD,E
���

 

Consider�m un condensator plan înc�rcat cu sarcin� electric� de densitate superficial� σ 

pe arm�turi (fig. 3.1.21). 

 În interiorul condensatorului f�r� dielectric se stabile�te câmpul (3.1.49): 

                         

0

o
E

ε

σ
=                               (3.1.51) 

iar în prezen�a dielectricului, prin analogie cu rela�ia precedent�: 
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ε

σ
=E                                  (3.1.52) 

ε fiind permitivitatea electric� a dielectricului. 

 Prin introducerea unui dielectric apare fenomenul de polarizare �i pe fe�ele laterale ale 

dielectricului, paralele cu arm�turile condensatorului, apar sarcini legate, de densitate superficial� 

σp. 

 Aceste sarcini vor determina în interiorul dielectricului un câmp 
p

E

�

  dirijat în sens 

contrar câmpului 
o

E

�

 produs de sarcinile libere de pe pl�cile condensatorului �i a c�rui valoare 

este 

                                                                

0

p

p
E

ε

σ
=                                  (3.1.53) 

Totul se prezint� ca �i cum în locul dielectricului s-ar afla în vid dou� fe�e paralele având 

densitatea superficial� de sarcin� σp. 
                                             +σσσσ                          -σσσσ 
                                            +                                     - 
                                            +    -σσσσp -             + +σσσσp   - 
                                            +          -              +         - 
                                            +          -              +         - 
                                            +          -              +         - 
                                            +          -              +         - 
                                            +          -              +         - 
                                            +                                     - 
                                                     

 Fig. 3.1.21 

 

Câmpul electric total dintre pl�cile condensatorului va fi : 

                                          

                                                           
po

EEE

���

+=                                (3.1.54) 

având modulul: 

       

0

p

po
EEE

ε

σ−σ
=−=  

de unde rezult�                 

                                             EEE
00p0

ε=ε=σ=σ+ε                     (3.1.54’)      

unde s-a �inut seama de rela�iile (3.1.51) �i (3.1.52). 

Deoarece σp = P (rela�ia 3.1.47) se ob�ine: 

                  ε0 E  +  P = σ                                (3.1.55) 

sau                                   

                                                                D = σ                                      (3.1.55’) 

Vectorul       

                                                          PED
0

���

+ε=              (3.1.56) 

se nume�te induc�ie (sau deplasare) electric� �i este o m�rime derivat�.  A�a cum rezult� din 

ultimele dou� rela�ii, unitatea de m�sur� pentru induc�ia electric� este C/m
2
. 

 Din (3.1.54) �i (3.1.56) se ob�ine în prezen�a unui dielectric: 

                                   ED

��

ε=                                    (3.1.57) 

Scriind ε sub forma produsului ε = ε0εr, unde εr este permitivitatea electric� relativ� a 

dielectricului, din rela�ia (3.1.56) rezult� valoarea polariz�rii : 

p
E

�

 

E

�

 

o
E

�

 



 

 

 69 

                     P  =  ε0 εr E  -  ε0 E  = ε0 (εr – 1) E                      (3.1.58) 

sau, notând cu  

                             χe =  εr – 1           (3.1.59) 

susceptivitatea electric�, se ob�ine : 

EP
e0

χε=  

sau, vectorial :     

                                                                     EP
e0

��

χε=                                 (3.1.60) 

M�rimea χe caracterizeaz� mediul din punct de vedere al gradului s�u de polarizare sub 

influen�a câmpului electric.  

Din ultima egalitate din (3.1.54’) rezult�: 

r

000
EE

E
ε

=
ε

ε
=  

deci m�rimea εr indic� de câte ori intensitatea câmpului electric E în dielectrici este mai mic� decât 

intensitatea câmpului electric E0 în vid. 

 

3.1.10.2. Legea lui Gauss generalizat� 
 Câmpul electric creat în mediul dielectric este considerat a fi rezultatul suprapunerii 

câmpurilor create în vid de sarcinile libere q de pe fe�ele condensatorului �i de sarcinile legate qp 

de pe fe�ele dielectricului. 

 Legea lui Gauss (3.1.12) pentru o suprafa�� gaussian� � ce cuprinde o plac� a 

condensatorului �i o fa�� a dielectricului (fig. 3.1.22) se scrie, �inând cont c� sarcinii +q îi 

corespunde -qp : 

   

    q            
                                            

   +    -qp  -             +          -                              +σ             
o

E

�

          -σ 

   +           -             +          - 

   +           -      P

�

   +          - 

   +       S  -      E

�

   +          - 

   +                                      - 

       ΣΣΣΣ 
                                                             

               Fig. 3.1.22 

       

 sau sub form� local�: 

                                                                    ρ=Ddiv

�

                                   (3.1.63) 

care se nume�te legea lui Gauss generalizat�, deoarece este valabil� �i pentru mediile 

neomogene, unde apar sarcini de polarizare în volum, ρp, dar care nu pot influen�a fluxul induc�iei 

electrice.  

       

3.1.11. Energia câmpului electrostatic 

 Procesul de înc�rcare a unui condensator plan de grosime d, cu sarcina electric� Q pân� 
când diferen�a de poten�ial dintre pl�ci (3.1.25) devine 

                                                    d.E d.EV - V    U

2

1

21
=�== �

��

                     (3.1.64) 
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           (3.1.61) 

Deoarece suprafa�a � se poate lua foarte aproape de 

fa�a (S) a dielectricului, se poate scrie rela�ia : 

           Sd.PdSq

S
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��=��σ=
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          (3.1.62) 

Înlocuind (3.1.62) în (3.1.61) se ob�ine: 
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poate fi imaginat astfel: se deplaseaz� sarcina Q de la una din pl�ci la cealalt�, pe baza efectu�rii 

unui lucru mecanic �; acest lucru mecanic va fi m�sura energiei condensatorului înc�rcat. 

 Între sarcina Q �i tensiunea U dintre pl�ci exist� rela�ia (3.1.48): 

                                                         UC)VV(CQ
21

=−=           (3.1.65) 

 În timpul înc�rc�rii condensatorului sarcina Q cre�te iar împreun� cu ea �i tensiunea U, 

dar în orice moment, aceste m�rimi sunt legate prin rela�ia (3.1.65). Lucrul mecanic d�  care 

trebuie cheltuit pentru a transporta sarcina dQ de la o plac� la cealalt� este, conform (3.1.30) : 

                              dQUdQ)VV(d
21

=−=�          (3.1.66) 

Desigur, m�rimile U, V1, V2  au valorile din momentul considerat. Dup� ce a fost transportat�, 

sarcina dQ ridic� tensiunea dintre pl�ci cu valoarea dU �i deci, din rela�ia (3.1.65) rezult�: 

                             UdCQd =                  (3.1.67) 

iar din (3.1.66):                

                         UdUCd =�             (3.1.68) 

de unde, pentru energia condensatorului se ob�ine : 

                     UQ
2

1
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1
UdUCW
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U

0

e
==�== �             (3.1.69) 

Având în vedere rela�iile (3.1.50) �i (3.1.64), din (3.1.69) se poate scrie energia condensatorului în 

func�ie de intensitatea câmpului electric E : 

                        dSE
2

1
W

2

oe
ε=             (3.1.70) 

Aceast� rela�ie arat� c� în câmpul electric exist� o energie �i deci, se poate vorbi despre o energie 

a câmpului electrostatic. Formula (3.1.69) leag� energia condensatorului de sarcinile de pe 

arm�turi iar formula (3.1.70) de intensitatea câmpului E. Apare astfel problema localiz�rii 

(concentr�rii) energiei, în sensul c� trebuie precizat cine este purt�torul energiei electrice: sarcinile 

sau câmpul ? În cadrul electrostaticii, care studiaz� câmpurile electrice constante în timp ale 

sarcinilor imobile, este imposibil s� se dea un r�spuns. Câmpurile constante �i sarcinile care le 

creeaz� nu pot exista în mod independent. Îns� câmpurile electrice variabile în timp pot exista 

independent de sarcini �i se propag� în spa�iu sub form� de unde electromagnetice. Experien�a 

arat� c� undele electromagnetice transport� energie (a�a cum se va ar�ta în subcapitolul 3.4). Prin 

urmare, se poate considera c� purt�torul energiei electrostatice este câmpul electric. 

 În formula (3.1.70), produsul S.d reprezint� volumul � al spa�iului dintre pl�cile 

condensatorului plan �i deci se poate introduce no�iunea de densitate volumic� de energie, care se 

exprim� prin rela�ia: 
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oe
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             (3.1.71) 

sau în cazul prezen�ei unui dielectric între arm�turi, �inând cont de rela�ia (3.1.57): 
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==ε=             (3.1.72) 

3.2. ELECTROCINETICA 

         3.2.1. Curentul electric. Intensitatea curentului electric. Ecua�ia de continuitate. 
 Curentul electric este fenomenul de transfer de electricitate printr-un corp sau lan� de 

corpuri (circuit electric) sub ac�iunea unui câmp electric aplicat. Curentul electric poate circula 

numai în corpuri cu purt�tori mobili de sarcini electrice: metale, electroli�i (solu�ii apoase de acizi, 

baze, s�ruri), semiconductori, gaze ionizate etc. Purt�torii mobili de sarcin� au o mi�care 

dezordonat� datorit� agita�iei termice. Sub ac�iunea unui câmp electric aplicat, ei cap�t� �i o 

mi�care dirijat� prin care se realizeaz� transferul de sarcini electrice.  
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 Curentul electric care se ob�ine prin deplasarea dirijat� a sarcinilor libere în mediile 

conductoare de electricitate se nume�te curent electric de conduc�ie. Deplasarea sarcinilor unui 

corp macroscopic înc�rcat electric (conductor sau izolant), împreun� cu corpul, d� na�tere unui 

curent electric de convec�ie. 

Ne ocup�m numai de regimul sta�ionar al curentului de conduc�ie, adic� în unitatea de 

timp, în orice moment, prin sec�iunea normal� a unui conductor este transferat� aceea�i sarcin�. 
Intensitatea curentului electric de conduc�ie, care este o m�rime primitiv�, se define�te ca fiind 

raportul dintre sarcina dq transferat� în intervalul de timp dt  printr-o sec�iune normal� a unui 

conductor �i durata dt: 

                                                                     
dt

dq
I =                                      (3.2.1)  

 Unitatea de m�sur� a intensit��ii curentului electric este amperul,  As/C]I[
SI

== . 

 Consider�m un tub de curent electric, o suprafa�� Sn normal� la direc�ia de mi�care a 

purt�torilor de sarcini �i o alt� suprafa�� S care face un unghi θ cu Sn. Între normalele la cele dou� 

suprafe�e va exista acela�i unghi, θ (fig. 3.2.1). Curentul electric de conduc�ie poate fi caracterizat 

�i de densitatea de curent, definit� ca fiind cantitatea de electricitate ce trece în unitatea de timp 

prin unitatea de suprafa�� orientat� normal pe direc�ia de deplasare a sarcinilor electrice: 

              
θ

==
cos.S

I

dt.S

dq
j

n

                              (3.2.2) 

sau vectorial,                              

                                                                     k.jj

��

=  

unde k

�

 este versorul direc�iei de transfer maxim al sarcinilor prin sec�iunea conductorului. Linia 

de curent este o curb� tangent� la direc�ia local� a vectorului densitate de curent.  
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                   Fig. 3.2.1                                                  Fig. 3.2.2 

 

În cazul când sec�iunea S nu este plan� �i vectorul j
�

 nu are aceea�i valoare pe întreaga 

sec�iune, se împarte sec�iunea S în elemente dS în care vectorul j
�

 este constant (fig. 3.2.2). Se 

poate scrie: 
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=
θ

==         (3.2.3) 

unde s-a folosit  faptul c� n.dSSd
��

= , deci θ== cos.dSk.n.dSk.Sd

����

. 

 Din ultima parte a rela�iei (3.2.3) rezult�: 

Sd.jdI
dt

dq
Sd.j

����

=�=  

unde dI este elementul de curent care trece prin elementul de suprafa�� dS. Curentul total, prin 

toat� sec�iunea S a conductorului,  va fi: 
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adic� intensitatea curentului electric este egal� cu fluxul densit��ii de curent prin sec�iunea 

conductorului. 

Într-un mediu conductor, nu exist� transfer de sarcin� f�r� un transfer simultan de mas�, 
deoarece sarcina electric�, ca m�rime de stare, caracterizeaz� obligatoriu un sistem fizic. Se poate 

stabili o rela�ie între densitatea de curent j

�

 �i viteza de transfer v
�

 a sarcinilor electrice. Astfel, 

înmul�ind �i împ�r�ind în rela�ia (3.2.3) cu dr – elementul de deplasare pe direc�ia de transfer a 

sarcinii dq - se ob�ine: 

                   v.
dt

rd

dr.dS

dq
k

dt.dr.dS

dr.dq
j

nn

�
�

��

ρ===          (3.2.5) 

unde ρ este densitatea volumic� de sarcin� �i k.drrd

��
= . Deci densitatea curentului de conduc�ie 

este egal� cu produsul dintre densitatea volumic� de sarcin� �i viteza macroscopic� de transfer a 

sarcinilor electrice. 

 Vom g�si în continuare o alt� rela�ie între densitatea de curent �i densitatea volumic� de 

sarcin�, numit� ecua�ia de continuitate �i care exprim� legea conserv�rii sarcinilor electrice în 

timpul transferului de sarcini. 

 Pentru aceasta consider�m o suprafa�� închis�  S de volum �,  în interiorul unui mediu 

conductor în care are loc un transfer de sarcini electrice (fig. 3.2.3). Dac� la momentul t0 în 

interiorul suprafe�ei S se afl� sarcina q0, la un moment ulterior t, o parte din sarcini sunt transferate 

spre exteriorul suprafe�ei S iar alt� parte qint se afl� în aceast� suprafa��, deci 

transfint0
qqq += . 

 

                                                      S 
 

 

                                                                            qint                                                qtransf 

                                                                             ��

 

Fig. 3.2.3 

Întrucât sarcinile electrice nu apar �i nu dispar, q0 = const. �i prin derivare în raport cu timpul  

rezult�: 

                                          0I
dt

dq
dt.Idqdq

int

transfint
=+�==−       (3.2.6) 

Exprimând din (3.1.1) sarcina din volumul � �în func�ie de densitatea volumic� )t,r(
�

ρ ,     

���ρ=
�

�d.q
int

, 

�i din (3.2.4), intensitatea curentului electric prin suprafa�a închis� S, folosind teorema Green-

Gauss-Ostrogradski, 
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�
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���

,                  (3.2.6’) 

înlocuind aceste rela�ii în (3.2.6), se ob�ine:  
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Deoarece volumul �  este arbitrar, integrandul trebuie s� fie nul: 

                                                                   0j
t

=∇+
∂

ρ∂ �

                 (3.2.7) 

expresie care reprezint� forma diferen�ial� a ecua�iei de continuitate a curentului electric.  
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Din (3.2.6) �i (3.2.6’) rezult� forma integral� a ecua�iei de continuitate: 

                                                   ��=−
S

int
Sd.j

dt

dq ��

                         (3.2.7’) 

deci mic�orarea sarcinii electrice din volumul � , în unitatea de timp, este egal� cu fluxul 

densit��ii de curent prin frontiera S a acestui volum. 

 În regim sta�ionar, de�i sarcinile electrice nu se g�sesc în echilibru, m�rimile 

macroscopice, cum ar fi densitatea volumic� de sarcin�, sunt independente de timp �i din (3.2.7) 

rezult�: 

                                                      0j0
t

.const =∇�=
∂

ρ∂
�=ρ

�

          (3.2.8) 

deci j

�

 este un vector solenoidal, liniile de curent electric fiind întotdeauna linii închise, adic� 

curentul electric sta�ionar se poate stabili numai în circuite închise.  

  

3.2.2. Legea lui Ohm 
 În mediul conductor ia na�tere un curent electric dac� purt�torii de sarcin� sunt antrena�i 
într-o mi�care ordonat�. Aceasta se poate realiza dac� asupra fiec�rui purt�tor de sarcin� 

ac�ioneaz� o for�� F

�

 determinat� de existen�a unui câmp de natur� electrostatic� E

�

: 

 E  q    F

��

=  

unde q este sarcina unui purt�tor de sarcin�. 
Sub ac�iunea acestei for�e purt�torii de sarcin� ar trebui s� se deplaseze uniform accelerat, 

dar curentul electric care apare este continuu deoarece purt�torii (electronii) se ciocnesc cu 

particulele ce constituie mediul conductor (ionii re�elei cristaline) �i la fiecare ciocnire ei pierd 

energie. Aceste ciocniri au rolul de frânare �i efectul lor este similar cu a unei for�e de frecare Ff al 

c�rei modul, pentru viteze mici, depinde liniar de viteza v a purt�torilor: 

Ff  =  - a v 

 Ecua�ia diferen�ial� de mi�care a unui purt�tor în câmpul electric E este: 

avqE
dt

dv
m −=  

de unde, prin integrare cu condi�ia ca la t = 0 (când s-a aplicat câmpul electric E), viteza v = 0, 

rezult�: 

                                 








�

�








�

�

−=��=�
−

− t
m

a
t

0

v

0

e1
a

qE
vdt

avqE

dv
m     (3.2.9) 

M�rimea τ  =  m / a se nume�te timp de relaxare  �i reprezint� intervalul de timp în care viteza 

purt�torilor de sarcin� se mic�oreaz� de e ori datorit� ciocnirilor. 

 Exponen�iala din rela�ia (3.2.9) scade rapid, astfel încât regimul tranzitoriu nu dureaz� 

mult �i solu�ia (3.2.9) poate fi aproximat� cu:  

                                       EE
m

q
v µ=

τ
=              (3.2.10) 

unde coeficientul de propor�ionalitate 
m

q τ
=µ  se nume�te mobilitate a purt�torilor de sarcin�, 

depinzând de tipul purt�torilor de sarcin� �i, prin τ, de starea fizic� a mediului conductor. 

Datorit� mi�c�rii de agita�ie termic� diversele sarcini elementare nu au aceea�i vitez� �i se 

pot deplasa cu viteze diferite, aceast� mi�care suprapunându-se peste mi�carea ordonat� care 

constituie curentul electric. Dac� ni purt�tori de sarcin� din unitatea de volum (ni = Ni /�� ) se 

deplaseaz� cu viteza 
i

v
�

, se define�te viteza medie, numit� �i vitez� de drift. 
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0

ii

n

vn
v

�
=

�
�

                             (3.2.11) 

unde �=
i0

nn este num�rul total al purt�torilor de sarcin� existen�i în unitatea de volum.  

�inând cont de rela�ia (3.2.5), densitatea de curent se poate scrie sub forma: 

�=�=�ρ=�=
i

ii
i

i
i

i
i

i
i

i
vnqv.

qN
vjj

�����

�
 

sau, �inând cont de rela�ia (3.2.11),    

vnqj
0

��

=  

�i exprimând viteza de drift sub forma (3.2.10) se ob�ine legea local� (diferen�ial�) a lui Ohm 

care eviden�iaz� propor�ionalitatea dintre densitatea curentului de conduc�ie �i intensitatea 

câmpului electric sub ac�iunea c�ruia se transfer� sarcina în conductor: 

                               EjEnqj
0

���

σ=�µ=                  (3.2.12) 

M�rimea   

                                 
m

qn
qn

2

0

0

τ
=µ=σ                     (3.2.13) 

reprezint� conductivitatea electric� �i caracterizeaz� gradul de conduc�ie electric� a 

conductoarelor. 

  Pentru un conductor omogen cilindric de lungime � , plasat într-un câmp electric 

omogen E

�

 = const. (fig. 3.2.4) se pot scrie rela�iile: 

                                     

                           I 

        V1                            

                        S 

 

 

 

    �                   E
�

 

                 j
�

 

 

 

           

        V2                        
 
                 Fig 3.2.4 

 

Astfel, legea lui Ohm (3.2.14) pentru conductoare omogene cilindrice devine: 

                                                        RIU =                                (3.2.16) 

3.2.3. Tensiunea electromotoare 

 Men�inerea unui curent electric permanent într-un circuit închis presupune utilizarea unei 

surse de tensiune care genereaz� în permanen�� o for�� ce asigur� mi�carea purt�torilor de sarcin� 

electric� în conductor. Lucrul mecanic al acestor for�e provine din varia�ia energiei sursei într-un 

proces complex (reac�ii chimice, fenomene termoelectrice, fotoelectrice). Sursa (generatorul) de 

               
��

UVV
VE

12 =
−

−=∇−=        

                  
S

I

Sd

Id
j.constj ==�=

�

 

�i legea lui Ohm (3.2.12) devine:  

                      I
S

1
U

U

S

I �

� σ
=�σ=               (3.2.14) 

M�rimea   

                       
SS

1
R

el

��
ρ=

σ
=                   (3.2.15) 

 este  rezisten�a electric� a conductorului iar 

                              
σ

=ρ
1

el
 

reprezint� rezistivitatea conductorului (inversul 

conductivit��ii). 
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tensiune creeaz� un câmp electric imprimat 
i

E

�

 care men�ine circula�ia curentului continuu prin 

circuit �i care se suprapune peste câmpul electric E

�

 determinat de interac�iunea electrostatic� a 

sarcinilor electrice în repaus: 

itotal
EEE

���

+=  

 Legea lui Ohm diferen�ial� (3.2.12) se scrie : 

                            
i

EEj
1 ���

+=
σ

                        (3.2.17) 

din care, integrând pentru o por�iune de circuit între dou� puncte 1 �i 2, se ob�ine : 

                             �+�=�
σ

2

1

i

2

1

2

1

dEdEdj
1

�

��

�

��

�

��

              (3.2.18) 

 Prin analogie cu defini�ia (3.1.26), circula�ia între dou� puncte a câmpului electric 

imprimat,  

                                         �

��

dE

2

1

i12 �=�            (3.2.19) 

se nume�te tensiune electromotoare �i caracterizeaz� capacitatea unui generator de a între�ine un 

curent pe circuit. 

           Deoarece vectorii j

�

 �i  �

�

d  sunt paraleli în orice punct, se poate scrie: 

S

d1
Idj

1
dj

1 2

1

12

2

1

2

1

�
��

��

�
σ

=�
σ

=�
σ

 

unde I12 este intensitatea curentului prin conturul considerat. 

Rezisten�a electric� a circuitului între punctele 1 �i 2 este, conform (3.2.15): 

                            
S

d1
R

2

1

12

�
�

σ
=                (3.2.20) 

Înlocuind ultimele trei rela�ii în (3.2.18) �i din defini�ia (3.1.26) a tensiunii U se ob�ine 

c�derea de tensiune pe rezisten�a 
12

R  ca suma dintre tensiunea electromotoare �i diferen�a de 

poten�ial dintre cele dou� puncte ale circuitului: 

                        URI
121212

+= �                    (3.2.21) 

care reprezint� legea lui Ohm integral� pentru o por�iune deschis� de circuit.  

C�derea de tensiune este egal� cu diferen�a de poten�ial numai pe por�iunea de circuit în 

care nu ac�ioneaz� for�e imprimate, adic� nu exist� surse de tensiune electromotoare. 

 

3.2.4. Legea lui Joule 

Dac� printr-un conductor circul� un curent continuu cu intensitatea constant�, determinat 

de un câmp electric constant, asupra fiec�rui purt�tor de sarcin� va ac�iona for�a 

EqF

��

=  

care, între dou� puncte ale conductorului, efectueaz� lucrul mecanic 

                   � �==
2

1

2

1

dEqdF �

��

�

��

�               (3.2.22) 

Cu (3.1.26) rela�ia (3.2.22) devine: 

                 Uq=�               (3.2.23) 

Conform (3.2.1) 

tIq =  

�i lucrul mecanic din (3.2.23) se scrie: 
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                             tIU=�               (3.2.24) 

 Acest lucru mecanic efectuat asupra purt�torilor de sarcin� de c�tre câmpul electric extern 

nu folose�te la m�rirea energiei lor cinetice, deoarece viteza de drift se men�ine constant� în cazul 

curentului continuu (j = const.). Înseamn� c� purt�torii de sarcin� nu re�in energia primit� de la 

câmpul extern, ci o transform� în general sub form� de c�ldur� mediului conductor în urma 

ciocnirilor cu particulele care îl compun. 

 Dac� mediul conductor de volum �� are rezisten�a electric� R �i este str�b�tut de curentul 

de intensitate I, c�ldura absorbit� în timpul t este, �inând cont de (3.2.16): 

             tIRQ
2=              (3.2.25) 

Pentru o por�iune elementar� de circuit de volum d��,  lungime d �  �i sec�iune dS (d � . dS 

= d��) se poate scrie conform (3.2.4)  pentru I �i (3.2.20) pentru R �i �inând cont de legea lui Ohm 

(3.2.12): 

                      �dE.t)dS(j.
Sd

d1
.tdQ

222 σ=
σ

=
�

 ,   

de unde, prin integrare pe întreg volumul conductorului, se ob�ine:  

                                     ���σ=
�

�dEtQ
2

            (3.2.26) 

Rela�iile (3.2.25) sau (3.2.26) reprezint� legea lui Joule sub form� integral�. 
 Efectuând integrarea în (3.2.26) se poate defini puterea specific� wJ a curentului electric 

ca fiind c�ldura absorbit� în unitatea de timp de unitatea de volum de mediu conductor 

                      
2

J
E

dt

dQ
w σ==

�
            (3.2.27) 

Expresia ob�inut� în (3.2.27) reprezint� legea lui Joule sub forma local� (diferen�ial�). 
 

 

3.3. MAGNETOSTATIC� 

3.3.1. Câmpul magnetic constant. Induc�ia magnetic�. 
Dup� cum o sarcin� electric� în repaus produce un câmp electrostatic, un curent electric 

produce în jurul s�u un câmp magnetic. Astfel, câmpul magnetic este rezultatul mi�c�rii 

sarcinilor electrice. 

 Interac�iunea dintre dou� circuite parcurse de curent electric, apari�ia unui cuplu de for�e 

ce ac�ioneaz� fie asupra unui circuit închis parcurs de un curent sta�ionar, fie asupra unui ac 

magnetic dac� se afl� în vecin�tatea unui alt circuit parcurs de un curent, sunt manifest�ri ale 

câmpului magnetic. Prin câmp magnetic se în�elege un domeniu în care se exercit� for�e magnetice 

asupra unor curen�i electrici sau asupra unor magne�i. 
 Experimental s-a observat c� în jurul unui circuit rectiliniu parcurs de un curent constant, 

un ac magnetic, care are posibilitatea de a se roti într-un plan perpendicular pe circuit, se 

orienteaz� pe direc�ia perpendicular� pe raza vectoare care une�te circuitul cu punctul în care se 

afl� acul (fig. 3.3.1) iar sensul este dat  de regula burghiului drept: nordul indic� sensul în care 

trebuie rotit burghiul drept pentru a se deplasa în sensul curentului. Repetând experien�a cu pilitur� 
de fier pres�rat� pe un plan orizontal, traversat de un conductor vertical parcurs de un curent, 

aceasta se orienteaz� în mod similar, formând linii circulare concentrice în jurul curentului. În 

plus, se constat� c� liniile de pilitur� se r�resc pe m�sur� ce cre�te distan�a fa�� de conductor. 

M�rimea fundamental� care caracterizeaz� câmpul magnetic într-un punct  în vid este 

vectorul induc�ie magnetic�, B

�

, care este o m�rime primitiv�, introdus� experimental. Câmpul 

magnetic, la fel ca �i câmpul electric, este reprezentat prin linii de câmp care sunt curbe tangente în 

fiecare punct la vectorul B

�

(fig. 3.3.1).  
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 Caracteristic liniilor de câmp magnetic este faptul c� sunt curbe închise (a�a cum 

eviden�iaz� �i experien�a cu pilitura de fier), spre deosebire de liniile de câmp electric care sunt 

curbe deschise. Unitatea de m�sur� a induc�iei magnetice este Tesla (T). 

 

                       I 

 

 

 

 

                                                                         B
�

 

 

Fig. 3.3.1 

 Între induc�ia magnetic� B

�

�i intensitatea câmpului magnetic, H

�

, în vid exist� rela�ia de 

propor�ionalitate: 

                               HB
0

��

µ=                               (3.3.1) 

unde µ0 este permeabilitatea magnetic� a vidului (µ0 =4π.10
-7

 N/A
2
); <H> = A/m.  

 Pentru studiul  teoretic al câmpului magnetic se folosesc: 

a) elementul de curent, �

�

d.I , cu sensul vectorial dat de sensul curentului I ce str�bate un 

conductor de lungime elementar� �d  �i 

b) bucla de curent, de dimensiuni foarte mici, ce joac� rolul unei sonde �i c�reia i se atribuie un 

moment magnetic. 

 

3.3.2. Legea Biot – Savart - Laplace 
În anul 1820, Biot �i Savart au constatat experimental c� într-un punct P situat la distan�a r  de 

un conductor rectiliniu – practic infinit lung – parcurs de un curent de intensitate I (fig. 3.3.2. a), 

apare un câmp magnetic de intensitate: 

                                  
r2

I
H

π
=                 (3.3.2) 

                         I                                                                I 

 

                                                                                                                  

                                                                                                    �

�

d     α                  Hd

�

      

                                                              H

�

                                

         

                                             a                                                         b 

Fig. 3.3.2. 
  

Laplace a generalizat aceast� rela�ie �i a ar�tat c� un câmp magnetic creat de un curent ce 

str�bate un conductor de o form� oarecare, dar care prezint� o simetrie cilindric� a densit��ii de 

curent, poate fi exprimat ca suma vectorial� (superpozi�ia) a câmpurilor create de por�iunile 

r
�

 r
�

 



 

 

 78 

elementare de conductor. Pentru câmpul magnetic creat de un element de curent de lungime d �  la 

distan�a r (fig. 3.3.2. b), Laplace a stabilit formula : 

                                   
3

r

rxId

4

1
Hd

�
�

�
�

π
=                        (3.3.3)   

sau, în modul,                           

                                                           
2

r

sin.Id

4

1
dH

α

π
=

�
                      (3.3.3’) 

unde d �

�

 este vectorul element de lungime a c�rui direc�ie coincide cu cea a curentului I, iar r
�

este 

vectorul ce une�te elementul de curent cu punctul în care se determin� Hd

�

 sau H

�

. Câmpul 

magnetic creat de întreg conductorul se ob�ine prin integrarea rela�iei (3.3.3’) pentru cazul concret, 

particular, considerat. Rela�iile (3.3.3) �i (3.3.3’) sunt cunoscute sub denumirea de legea Biot-
Savart-Laplace �i au valabilitate restrâns� la cazul sta�ionar. 

�inând cont de rela�ia (3.3.1), pentru induc�ia magnetic� elementar� creat� în vid sau în 

aer de elementul de curent  I.d �

�

 se poate scrie o rela�ie asem�n�toare cu (3.3.3): 

                                                                
3

0

r

rxId

4
Bd

�
�

�
�

π

µ
=                     (3.3.4) 

sau, în modul,              

                                                             
2

0

r

sin.Id

4
dB

α

π

µ
=

�
                   (3.3.4’) 

Cu rela�ia (3.3.4) se poate calcula induc�ia câmpului magnetic pentru sistemele simple de 

curen�i sta�ionari. 

 

a) Curentul liniar.  

Consider�m un conductor foarte lung, aflat în aer �i parcurs de curentul electric de 

intensitate I (fig. 3.3.3. a). Induc�ia creat� de por�iunea d �

�

 din conductor într-un punct M aflat la 

distan�a r de elementul de curent �i la distan�a d de conductor este dat� în modul de rela�ia (3.3.4’) 

scris� pentru unghiul θ, vectorul Bd

�

 fiind orientat perpendicular pe planul vectorilor d �

�

 �i r
�

. 

Pentru integrare este necesar s� avem o singur� variabil�. Observ�m c� 

α=α=θ d.rcos.dsin.d ��       �i    
α

=
cos

d
r , 

deci   

� αα
π

µ
=�αα

π

µ
=

α

α

2

1

dcos
d4

I
Bdcos

d4

I
dB

oo
. 

Pentru un conductor liniar, infinit de lung, α1 = - π/2  �i α2 = + π/2, ob�inându-se 

                  
d2

I
B

0

π

µ
=                          (3.3.5) 

sau, pentru câmpul magnetic, 

d2

I
H

π
=  

adic� legea Biot-Savart (3.3.2). 

 

b) Curentul circular.  

Consider�m un conductor circular Γ de raz� R, prin care circul� curentul I (fig. 3.3.3. b). 

Calcul�m câmpul magnetic creat de spira de curent Γ, într-un punct M, aflat pe dreapta 

perpendicular� pe planul spirei, în centrul s�u. 
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                             a                                                                                   b 

Fig. 3.3.3 

 

Un element d �

�

 al spirei determin� în M un câmp magnetic de induc�ie d B

�

, 

perpendicular pe vectorul r
�

, având componentele d
p

B

�

 �i  d
n

B

�

. Câmpul magnetic rezultant are 

induc�ia: 

�+�� ==
ΓΓΓ

np
BdBdBdB

����

 

Din motive de simetrie,                 

0Bd
n

=�
Γ

�

 

iar  

α
π

µ
=α= sin

r

d
.

4

I
sin.dBdB

2

0

p

�
 

unde     

2

0

2
RR

R

r

R
sin

+

==α , 

R0  fiind distan�a dintre centrul O al spirei �i punctul M.  

Integrând pe toat� lungimea spirei, ob�inem � π=
Γ

R2d �  �i induc�ia magnetic� în punctul 

M se scrie: 

�
+

µ
==

Γ
2/32

0

2

2

0

p
)RR(2

RI
dBB  

 În centrul spirei, R0 = 0  iar valoarea induc�iei magnetice este 

R2

I
B

0
µ

=  

 Observa�ie. Rela�iile ob�inute pentru induc�ia magnetic� creat� de un curent sta�ionar în 

vid sau în aer sunt valabile �i pentru un mediu oarecare, caracterizat de permeabilitatea magnetic�  

µ = µ0 µr (µr – permeabilitatea relativ� a  mediului), în care  B

�

 depinde de propriet��ile mediului: 

B

�

= µ H

�

 

a�a cum vom vedea în § 3.3.7. 
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3.3.3. Momentul dipolar magnetic 
 Dac� se consider� un contur circular de diametru mic (o bucl�), parcurs de un curent 

sta�ionar I, orientarea conturului în spa�iu poate fi caracterizat� prin direc�ia normalei pozitive 

(determinat� dup� regula burghiului) n
�

 la contur (fig. 3.3.4). Acest contur se comport� ca un mic 

magnet fiind numit dipol magnetic. Sensul normalei n
�

 este în acela�i timp �i sensul sud-nord al 

câmpului produs de curentul circular. Într-un câmp magnetic uniform de induc�ie 
o

B

�

 asupra 

dipolului magnetic ac�ioneaz� o for�� de orientare (mai exact, un cuplu de for�e F

�

), normala 

pozitiv� n
�

 orientându-se paralel cu direc�ia câmpului. Experimental s-a constatat c� F

�

 este 

propor�ional cu curentul I din contur �i cu aria S a conturului, dar nu depinde de forma conturului. 

Pe aceast� baz� s-a definit momentul magnetic m
�

 al dipolului prin rela�ia:               

                                m
�

       

           S

�

                                                  nSISIm
���

==  (3.3.6) 

                                                                Momentul cuplului de for�e F

�

 este atunci : 

                                        
o

BxmC

���

=              (3.3.7) 

       

                 Fig. 3.3.4 

Dac� dipolul se afl� într-un câmp neuniform, este evident c� datorit� faptului c� for�ele ce 

corespund câmpului din cazul câmpului uniform nu mai sunt egale, pe lâng� cuplul de for�e va 

apare o for�� ce va produce accelerarea centrului de mas� al dipolului magnetic. Se poate ar�ta c� 
aceast� for�� are o expresie asem�n�toare cu (3.1.37) în cazul câmpului electric neuniform, dar în 

loc de momentul electric p
�

 apare aici momentul magnetic m
�

: 

                            )B.m(gradf
o

���

=   (3.3.8) 

Prin urmare, un dipol magnetic de moment m
�

, situat într-un câmp magnetic de induc�ie 
o

B

�

 

posed� o energie poten�ial� : 

                           
omag

BmU

��
⋅−=   (3.3.9) 

Cuplul de for�e are tendin�a s� alinieze dipolul magnetic la direc�ia vectorului 
o

B

�

, astfel încât 

energia poten�ial� s� fie minim� (pozi�ia de echilibru stabil). 

   

3.3.4. Interac�iuni electromagnetice 

3.3.4.1. For�a electromagnetic� (Laplace) 
S� consider�m o bucl� de curent de form� dreptunghiular� de laturi 

1
�  �i �  aflat� în 

planul xOy, prin care circul� un curent de intensitate I, introdus� într-un câmp de induc�ie 

magnetic� B

�

 ale c�rui linii de câmp sunt paralele cu latura 
1
� , în sensul axei Oy (fig. 3.3.5).  

Conform  rela�iei (3.3.7), momentul cuplului ce ac�ioneaz� asupra buclei de moment magnetic 

,1.ISIm
z1

�

��

��
==  

orientat perpendicular pe planul buclei, este: 

( )B1.IC
z1

��

��

�

×=  

�i cum            

y
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=  
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�

     

 

                                            
0

B

�

    

       

          I            S  

        



 

 

 81 

se poate scrie : 

                                                             
x1

1.B.IC

�

��

�

−=                  (3.3.11) 
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                  Fig. 3.3.5 

sau, �inând cont de orientarea vectorilor, 

                          BxIF

�

�

��

=                       (3.3.12) 

Rela�ia (3.3.12) reprezint� for�a electromagnetic� cu care ac�ioneaz� câmpul magnetic de induc�ie 

B

�

 asupra unui conductor de lungime �  parcurs de curentul I, numit� �i for�� Laplace. Sensul 

acesteia este dat de regula mâinii stângi: se a�eaz� mâna stâng� paralel cu conductorul, cu degetele 

în sensul curentului �i cu degetul mare ridicat, astfel încât vectorul induc�ie magnetic� s� intre în 

palm�; degetul mare indic� sensul for�ei electromagnetice. 

 Asupra unui element de curent I.d �

�

 (d �

�

 are sensul curentului I)   ac�ioneaz� din partea 

câmpului magnetic for�a: 

                                      Bxd.IFd

�

�

��

=                     (3.3.13) 

În cazul în care curentul nu este filiform ci distribuit într-un element de volum d��=  

d �

��

d.S  având densitatea de curent j
�

 (deci SdjI

��

= ) se poate scrie: 

                       ( ) �dBxj)Bxd(Sd.jFd

���

�

����

==         (3.3.14) 

 

3.3.4.2. For�a electrodinamic� 
Se constat� experimental c� între dou� conductoare parcurse de curen�i electrici apar for�e 

de interac�iune numite for�e electrodinamice. 

S� consider�m dou� conductoare paralele, de lungime foarte mare, care se afl� la distan�a 

a unul de altul �i sunt parcur�i de curen�ii I1 �i I2 în acela�i sens (fig. 3.3.6). Fiecare curent se afl� 
în câmpul magnetic creat de cel�lalt, deci fiecare curent este solicitat de o for�� electromagnetic� 
care tinde s�-l deplaseze în sensul ei. Conductorul prin care circul� curentul I2 se afl� în câmpul 

magnetic de induc�ie B1, al curentului I1. În acest caz for�a electromagnetic� F2 cu care câmpul 

magnetic B1 ac�ioneaz� asupra por�iunii de conductor de lungime �  str�b�tut de curentul I2 este: 

122
BxIF

�

�

��

=  

sau, în modul, �inând cont de orientarea celor doi vectori: 

                            
122

BIF �=                      (3.3.15) 

Aplicând regula produsului vectorial se constat� c� sensul for�ei F2 este astfel încât s� apropie 

conductorul prin care circul� curentul I2 de conductorul prin care circul� curentul I1. Induc�ia 

magnetic� B1 se poate afla cu rela�ia (3.3.10): 

a2

I
B

1

01 π
µ=  

          

Pentru a ajunge la echilibru (paralelism între 

vectorii m
�
�i B

�

) circuitul se rote�te în jurul unei axe 

plasate în planul figurii, perpendiculare pe B

�

, deci 

asupra laturilor de lungime �  ale buclei, perpendiculare 

pe B

�

, ac�ioneaz� un cuplu de for�e ( F

�

, - F

�

) egale �i de 

sens contrar, de modul F, al c�rui moment  este: 

 

  ( ) ( )
x1zy11

1.F1.F1.FxC

�

�

��

�

�

�

��

−=−×==   

Prin egalarea acestuia cu expresia (3.3.11) rezult�: 
                                          BIF �=  
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�i for�a electrodinamic� are expresia : 

                                                                �
a2

I.I
F

21
0 π

µ=                          (3.3.16) 

care este egal�  �i de sens contrar cu for�a care ac�ioneaz� asupra curentului I1 din partea curentului 

I2. Dac� curen�ii sunt de sens contrar, între ei se exercit� o for�� de respingere. 

 

 

                                                               I1                                    I2 

 

 

                                                                                                                  
1

B

�

 

                                                                                   a           �  

                                                                    F
1

F

��

−=           F
2

F

��

=  

 

 

 

Fig. 3.3.6 

Rela�ia (3.3.16) st� la baza definirii unit��ii de m�sur� a intensit��ii curentului electric în 

SI: amperul este intensitatea unui curent electric constant, care men�inut în dou� conductoare 

paralele, rectilinii, de lungime infinit� �i de sec�iune circular� neglijabil�, a�ezate în vid la distan�a 

de un metru unul de altul, produce între acestea o for�� de 2.10
-7

 newtoni pe unitatea de lungime.  

3.3.4.3. For�a Lorentz 

For�a Lorentz este for�a care ac�ioneaz� asupra particulelor înc�rcate cu sarcin� electric� 
aflate în mi�care în câmp magnetic. For�a Laplace care ac�ioneaz� asupra elementului de curent  

I �

�

d  produs de o distribu�ie de sarcin� de densitate volumic� 
�d

dq
=ρ  în mi�care cu viteza v

�
 în 

câmp magnetic de induc�ie B

�

, este, �inând cont de rela�ia  (3.3.14) �i de expresia (3.2.5) a 

densit��ii de curent: 

)Bxv(dqd)Bxv(Fd

�����

=ρ= �  

 For�a care ac�ioneaz� asupra unei particule înc�rcate cu sarcina q în câmp magnetic se 

nume�te for�� Lorentz �i are expresia : 

                          )Bxv(qF
L

���

=             (3.3.17) 

fiind normal� la planul determinat de vectorii v
�

 �i B

�

, deci efectul pe care-l produce este numai de 

modificare a direc�iei de mi�care a particulei, f�r� s� schimbe valoarea vitezei acesteia; câmpul 

magnetic nu accelereaz� particulele înc�rcate. În concluzie, for�a Lorentz este o for�� centripet�, 

deci sub ac�iunea ei particula cu sarcina q se mi�c� pe un cerc cu raza R care se determin� din 

condi�ia ca mi�carea circular� a particulei s� fie uniform� : 

                
Bq

vm
R

R

vm
Bvq

2

=�=       (3.3.18) 

 

3.3.5. Legea circuitului magnetic (legea lui Ampère) 
 Se consider� într-un mediu omogen un contur C plan, de o form� oarecare, ce înconjoar� 

un conductor rectiliniu infinit, parcurs de curentul I (fig. 3.3.7). Liniile câmpului magnetic sunt 

cercuri concentrice într-un plan perpendicular pe planul desenului. Dac� se alege, în mod 

conven�ional, sensul de parcurgere a curbei C în sensul invers acelor de ceasornic, adic� acela�i 

sens cu al liniilor de câmp magnetic, din figura 3.3.7 se observ� c� : 
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ϕ==θ= d.r.Hd.Hcos.d.Hd.H
o

���

��

, 

unde s-a �inut seama de faptul c� d �  este o m�rime infinitezimal�. Dar H este dat de rela�ia (3.3.2) 

�i, prin urmare, circula�ia vectorului H

�

 pe conturul C este 

                       � � =ϕ
π

=ϕ� =
C CC

Id
2

I
d.r.Hd.H �

��

         (3.3.19) 

sau, pentru vectorul induc�ie magnetic� B

�

, 

� µ=
C

0
Id.B �

��

 

Rela�ia (3.3.19) exprim� legea circuitului magnetic (legea lui Ampère): “circula�ia vectorului 

câmp magnetic de-a lungul unei curbe închise din jurul unui conductor parcurs de curent este 

egal� cu intensitatea curentului respectiv”. 

 Când curba C înconjoar� mai mul�i conductori prin care trec, respectiv, curen�ii I1, I2,…In, 

atunci circula�ia lui H

�

 este egal� cu suma algebric� a curen�ilor: 

                 Θ=� � ±=
=C

n

1k
k

Id.H �

��

                   (3.3.20) 

M�rimea  

� ±=Θ
=

n

1k
k

I  

  se nume�te solena�ie �i se m�soar� în amperi. 

 

                        

                          I             H

�

                                                                Hrot

�

         Sd

�

 

  

                                             
o

d�

�

                                           S                dS 

                                           

         (C)                  dϕ     

 

 

                                          linie de câmp                                                         (C) 

                                                                                                                       

                            Fig. 3.3.7                                                           Fig. 3.3.8 

 Câmpul magnetic creat de curen�i sta�ionari (I = constant) este static (nu depinde de timp) 

�i din acest motiv se mai nume�te câmp magnetostatic; acest capitol se refer� numai la astfel de 

câmpuri. 

 Spre deosebire de circula�ia vectorului câmp electrostatic E

�

, care este nul�, circula�ia lui 

H

�

 nu se anuleaz� decât în cazul când conturul închis (C) nu cuprinde conductori parcur�i de 

curent electric. 

 Dac� se exprim� curentul I sub forma (3.2.4): 

��=
S

Sd.jI

��

 

atunci din (3.3.19) se ob�ine : 

��=�
SC

Sd.jd.H

��

�

��

 

Aplicând teorema lui Stokes primului termen al acestei rela�ii, rezult� (fig. 3.3.8): 

H

�

 

�

�

d  

r 

�

�

d  

θ 
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                              ��=��=�
SSC

Sd.jSd.Hrotd.H

����

�

��

             (3.3.21) 

unde S este o suprafa�� care se sprijin� pe conturul C. Din (3.3.21) se ob�ine  

                            jHHrot

���

=×∇=             (3.3.22) 

sau, pentru vectorul B

�

, 

                                 jBrot
0

��

µ=                           (3.3.22’) 

Rela�ia (3.3.22) exprim� forma diferen�ial� a legii lui Ampère �i eviden�iaz� caracterul 

rota�ional al câmpului magnetic: densitatea de curent electric – deci deplasarea sarcinilor electrice 

– creeaz� “vârtejuri” de câmp magnetic, adic� linii de câmp închise, având rotorul lui H

�

 diferit de 

zero. 

 Legea lui Ampère asupra circula�iei vectorului H

�

 are în studiul câmpului magnetic 

aceea�i importan�� pe care o are legea lui Gauss în electrostatic�. În particular, a�a cum legea lui 

Gauss permite calculul câmpului E

�

 în cazul unor distribu�ii de sarcini, tot a�a, legea lui Ampère 

permite determinarea intensit��ii câmpului magnetic creat de curen�i, f�r� a folosi legea Biot-

Savart-Laplace (3.3.3), ceea ce simplific� mult calculele. 

 

3.3.6. Fluxul induc�iei magnetice 
 Dac� într-un câmp magnetic se traseaz� curbele care au ca tangent� în fiecare punct 

vectorul induc�ie magnetic� B

�

, se ob�in liniile de induc�ie magnetic�. Spre deosebire de liniile de 

induc�ie ale câmpului electrostatic, care pornesc �i se termin� pe sarcini �i deci sunt linii deschise 

(div )D ρ=
�

, liniile de induc�ie magnetic� produse de curen�i sunt curbe închise, adic� nu exist� 

puncte din care aceste linii s� poat� diverge (nu exist� sarcini magnetice) �i ca urmare  

                div B

�

  =  0                (3.3.23) 

câmpul magnetic fiind doar sub form� de vârtejuri, în jurul curen�ilor electrici. 

 Aceast� rela�ie este adev�rat� întotdeauna, chiar �i pentru câmpuri magnetice dinamice 

(nu numai în magnetostatic�). 

 Ca �i în cazul câmpului electric, se poate defini o m�rime numit� flux al induc�iei 

magnetice (flux magnetic), notat� cu Φ.  

Pe baza unui ra�ionament analog celui expus în paragraful 3.1.3, pentru fluxul magnetic Φ 

printr-o suprafa�� S, se ob�ine rela�ia : 

                          ��=Φ
S

Sd.B

��

                 (3.3.24) 

În conformitate cu teorema Green-Gauss-Ostrogradski �i având în vedere rela�ia (3.3.23), rezult� 
c� fluxul magnetic printr-o suprafa�� închis� S este nul (acela�i num�r de linii de câmp intr� �i ies 

din suprafa��): 

                        0dBdivSd.B

S

=���=��=Φ
�

�
���

          (3.3.25) 

 Dac� se scriu sub forma unui tabel ecua�iile electrostaticii (3.1.63’), (3.1.28) �i 

magnetostaticii (3.3.23), (3.3.22): 

 

                                                     

��

�
�
�

=

ρ=

0Erot

Ddiv
�

�

tic�electrosta                  (3.3.26)      

                                                    

��

�
�
�

=

=

jHrot

0Bdiv
��

�

tic�magnetosta                 (3.3.27) 

se observ� c� vectorul câmp electric E

�

 apare numai în primele dou� ecua�ii, iar vectorul câmp 

magnetic H

�

 numai în ultimele dou�. Cele dou� câmpuri nu sunt interconectate. Aceasta înseamn� 
c� electricitatea �i magnetismul sunt fenomene distincte când sarcinile �i curen�ii sunt statici. 
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Interdependen�a dintre E

�

 �i H

�

 apare când  exist� varia�ii în timp ale sarcinilor �i curen�ilor, de 

exemplu, în timpul desc�rc�rii unui condensator sau al deplas�rii unui magnet. 

 

3.3.7. Câmpul magnetic în interiorul substan�elor magnetizate. 

Vectorul magnetiza�ie .�
�

 Leg�tura dintre vectorii  B

�

, H

�

 �i .�
�

 

 O substan�� se nume�te magnetizat� dac� orice volum elementar d�� � din ea are un 

moment magnetic md
�

 (se comport� ca o bucl� de curent). Asemenea substan�e se caracterizeaz� 

prin vectorul magnetiza�ie definit ca fiind momentul magnetic al unit��ii de volum din substan�a 

respectiv�: 

                                  m/A,
m

lim
SId

md

0

==
∆

∆
=

→∆
��

�� �

�
�

�

      (3.3.28) 

sau prin vectorul polariza�ie magnetic�: 

                                                                       
0

µ=ℑ
�

.�
�

                                  (3.3.28’)     

care este analogul în magnetism al polariza�iei electrice P

�

. Momentul magnetic al substan�ei , ca 

�i momentul electric, este o m�rime primitiv�. 

Dac� un conductor prin care circul� un curent electric este situat mai întâi în vid, apoi 

într-un mediu oarecare, se observ� c� în cele dou� situa�ii câmpurile magnetice din jurul 

conductorului nu sunt identice. Acest lucru se explic� prin faptul c� orice substan�� are propriet��i 
magnetice, adic� se magnetizeaz� (se polarizeaz� magnetic) sub ac�iunea unui câmp magnetic. 

Conform concep�iei lui Ampère, orice câmp magnetic, în ultim� instan��, este produs de 

curen�i electrici (sarcini electrice în mi�care). Substan�a magnetizat� poate fi înlocuit�, din punct 

de vedere magnetic, printr-o distribu�ie de curen�i, convenabil aleas�, numi�i curen�i amperici, a 

c�ror densitate este: 

                           xj
A

∇=
�

.�
�

                                (3.3.29) 

În vid, conform rela�iilor (3.3.1) �i (3.3.22): 

j)Hx(BxHB
00v0v

�����

µ=∇µ=∇�µ=  

 În prezen�a substan�elor magnetizate apare �i un câmp magnetic produs de substan�a 

magnetizat� (de curen�ii amperici), pentru care putem scrie 

A0subst
jBx

��

µ=∇  

unde 
A
j

�

este densitatea curen�ilor amperici.  

 Câmpul magnetic total în aceste substan�e este suma a dou� câmpuri �i are induc�ia 

substv
BBB

���

+= , 

iar pentru B

�

se scriu acelea�i rela�ii ca �i pentru 
v

B

�

, 

)jj(Bx
A0

���

+µ=∇  

Înlocuind 
A
j

�

dat de rela�ia (3.3.29) se ob�ine: 

j
B

x)xj(Bx

0

0

��
�

���

=





�

�






�

�
−

µ
∇�∇+µ=∇ ��  

�i cum jHx

��

=∇ , rezult� 

H
B

0

��
�

=−
µ

� , 

�i c� în prezen�a substan�elor magnetizate, 

                           ℑ+µ=+µ=
�����

H)H(B
00

�    (3.3.30) 
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 Pentru substan�ele magnetice omogene �i izotrope, între H

�

 în prezen�a substan�ei 

magnetizate �i magnetiza�ia �
�

, este valabil� rela�ia de propor�ionalitate: 

                             H
m

��

χ=�                                        (3.3.31) 

unde χm este susceptivitatea magnetic� a substan�ei. Pentru polariza�ia magnetic� se poate scrie 

rela�ia: 

                                                                    H
m0

��

χµ=ℑ                                     (3.3.32) 

 În func�ie de valoarea lui χm, substan�ele se împart în trei clase: 

I) paramagnetice, cu χm > 0;   

II) diamagnetice, cu χm <  0  �i   

III) feromagnetice, cu χm >> 1.  

Pentru primele dou� clase de substan�e se poate scrie : 

                             HH)1()HH()H(B
m0m00

��������

µ=χ+µ=χ+µ=+µ= �       (3.3.33) 

unde   µ  =  µo (1 + χm)  este permeabilitatea magnetic� a mediului iar 

                           
rm

1 µ=χ+                                         (3.3.34) 

este permeabilitatea magnetic� relativ�. 
 A treia clas� de substan�e prezint�, sub o anumit� temperatur�, o magnetizare remanent�; 

ele se numesc feromagnetice �i din aceast� clas� fac parte Ni, Fe, Co �i aliajele lor. Ele prezint� 

fenomenul de histerezis magnetic, adic� de varia�ie a magnetiz�rii �
�

 în func�ie de varia�ia 

intensit��ii câmpului magnetic H

�

.  Peste o anumit� temperatur�, specific� fiec�rei substan�e, 

numit� temperatur� Curie, magnetizarea remanent� dispare. 

 

3.4. CÂMPURI ELECTRICE �I MAGNETICE VARIABILE 

3.4.1. Induc�ia electromagnetic� 
 Deoarece un curent electric creeaz� în jurul s�u un câmp magnetic, este firesc s� se pun� 
problema invers�: un câmp magnetic poate crea un curent electric. R�spunsul a fost dat în anul 

1831 de Faraday care a descoperit c� în orice circuit (contur conductor), odat� cu varia�ia fluxului 

induc�iei magnetice prin suprafa�a limitat� de acest circuit, apare un curent electric. Acest fenomen 

se nume�te induc�ie electromagnetic�  iar curentul ap�rut, curent indus. 

 Pentru crearea unui curent într-un circuit este necesar� prezen�a unei tensiuni 

electromotoare. Rezult� c� fenomenul de induc�ie electromagnetic� arat� c� prin varia�ia fluxului 

magnetic Φ într-un contur, apare o tensiune electromotoare de induc�ie, i� .  

Pentru a stabili leg�tura dintre i�  �i viteza de varia�ie a fluxului Φ se consider� un circuit 

simplu (fig. 3.4.1 a) ale c�rui dimensiuni pot fi modificate.  

 

                                               

                                             v.dt 
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Fig. 3.4.1 
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Circuitul are dou� p�r�i: o parte fixat� având form� de U �i o bar� transversal� mobil� 

(ab) de lungime � , care poate aluneca de-a lungul celor dou� bra�e ale p�r�ii în form� de U. Exist� 

totdeauna un circuit închis, dar aria sa este variabil�. Acest circuit este a�ezat într-un câmp 

magnetic omogen de induc�ie B

�

 normal� la planul conturului. Dac� se deplaseaz� latura (ab) cu 

viteza v, atunci cu aceea�i vitez� începe s� se deplaseze - în raport cu câmpul B

�

- �i purt�torii de 

sarcin� (electronii) din conductor (fig. 3.4.1 b). 

Ca urmare, asupra fiec�rui electron va ac�iona for�a Lorentz (3.3.14), 
II

f

�

, care are 

modulul  

                             Bvef
II

=                 (3.4.1) 

indicele “II” ar�tând c� for�a este orientat� de-a lungul conductorului. 

 Ac�iunea for�ei (3.4.1) este echivalent� cu ac�iunea unei for�e electrice determinate de 

câmpul electric de intensitate 

BvE =  

având direc�ia indicat� în figura 3.4.1 b. Acest câmp este de origine neelectrostatic� fiind un câmp 

imprimat; circula�ia sa pe contur d� m�rimea tensiunii electromotoare induse în circuit: 

� ===⋅=
C

dt

dS
B

dt

dtv
BBvdE

�
��

��

i�  , 

unde dS = � v dt  este varia�ia ariei conturului în timpul dt (por�iunea ha�urat� din fig. 3.4.1 a). În 

calculul circula�iei s-a avut în vedere c� E este diferit de zero numai pe latura (ab) de lungime � . 

Produsul B.dS  este egal cu dΦ, adic� cu varia�ia fluxului magnetic ce str�bate conturul. Prin 

urmare, tensiunea electromotoare de induc�ie i�  ce apare într-un circuit închis, este egal� cu viteza 

de varia�ie a fluxului magnetic prin suprafa�a limitat� de circuit : 

                           
dt

d Φ
−=i�                (3.4.2) 

unde semnul “ – “ indic� sensul tensiunii electromotoare induse în func�ie de sensul de varia�ie a 

fluxului (legea lui Lenz). Formula (3.4.2) este cunoscut� sub numele de legea induc�iei 
electromagnetice a lui Faraday. 

 Pe baza legii induc�iei electromagnetice (3.4.2) se poate defini unitatea de m�sur� a 

fluxului de induc�ie magnetic� : 

)Wb(Weber1s1V1
SI

=⋅=Φ , 

adic�, un weber este fluxul magnetic ce str�bate suprafa�a unui circuit în care se  induce o 

tensiune electromotoare de un volt, când acesta scade uniform la zero în timp de o secund�. Cu 

ajutorul unit��ii de flux magnetic se poate defini unitatea de m�sur� a induc�iei magnetice: 

)T(tesla1

m1

Wb1
B

2SI
==   , 

deci, un tesla este induc�ia unui câmp magnetic uniform care produce un flux de 1Wb printr-o 

suprafa�� de 1 m
2
, a�ezat� perpendicular pe liniile de câmp. 

 

3.4.2. Energia câmpului magnetic 
 Se consider� o bobin� de form� toroidal�, format� din N spire �i alimentat� de o surs� 

care d� o tensiune electromotoare �  (fig. 3.4.2). Când se închide circuitul, intensitatea curentului 

cre�te de la valoarea zero pân� la valoarea I corespunz�toare regimului sta�ionar; totodat� cre�te �i 

intensitatea câmpului magnetic din interiorul bobinei. Se admite c� cele N spire sunt suficient de 

dese astfel încât câmpul magnetic este concentrat în interiorul bobinei, în exterior fiind neglijabil. 

 Energia electric� absorbit� de bobin� sub form� de c�ldur� în intervalul de timp dt este, 

conform (3.2.24),  

                       dtIWd �=                (3.4.3) 
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�i pe seama acestei energii se formeaz� câmpul magnetic elementar dH în interiorul bobinei.  

 

                                                                 �                K 

 

                                                         I 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                              C 

Fig. 3.4.2 

În timpul varia�iei câmpului magnetic de la zero la valoarea H, în bobin� apare o tensiune 

electromotoare de induc�ie, care în fiecare moment echilibreaz� tensiunea �  . Pentru � i  se poate 

scrie rela�ia 

                                   �� =Φ= )N(
dt

d

1i   ,               (3.4.4) 

unde Φ1 este fluxul ce str�bate o singur� spir�.  
Dac� se noteaz� cu I valoarea instantanee a curentului, atunci câmpul magnetic la un 

moment dat se determin� pe baza legii lui Ampère (3.3.20): 

� � =⋅=⋅
C C

INdHdH ��

��

, 

de unde 

                                  
N

H
I

�
=                 (3.4.5) 

�  fiind lungimea conturului C (lungimea bobinei). Înlocuind (3.4.4) �i (3.4.5) în (3.4.3) se ob�ine 

dHHSdt
N

H

td

d
NWd

o
1

�
�

µ=
Φ

= , 

sau, notând cu ��=S �  volumul din interiorul bobinei, în care este concentrat câmpul magnetic: 

                      dHHWd
o
�µ=                        (3.4.6) 

Integrând energia de la 0 la Wm �i câmpul magnetic de la 0 la H (m�rimea câmpului magnetic dup� 

stabilirea regimului sta�ionar) se ajunge la rela�ia: 

                     �
2

om
H

2

1
W µ= ,                  (3.4.7) 

pentru energia câmpului magnetic de unde, pentru densitatea de energie în volumul în care se 

g�se�te câmpul magnetic, se ob�ine : 

        HB
2

1
BH

2

1B

2

1
H

2

1
w

o

2
2

om

��

⋅==
µ

=µ=          (3.4.8) 

Aceast� expresie, H.B
2

1 ��

, este interpretat� ca densitate de energie a câmpului magnetic. 
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3.4.3. Curentul de deplasare 

 1. Necesitatea no�iunii de curent de deplasare 

 Dup� cum s-a ar�tat în paragraful 3.2.1. pe baza datelor experimentale s-a admis ca o 

axiom� faptul c� sarcina electric� se conserv�. Ecua�ia de continuitate (3.2.7) care exprim� legea 

conserv�rii sarcinilor electrice este: 

                           0
t

jdiv =
∂

ρ∂
+

�

      (3.4.9) 

Aceast� ecua�ie conduce la o dificultate în calculul câmpurilor magnetice datorate curen�ilor 

variabili în timp. Teoria matematic� a câmpurilor vectoriale arat� c� vectorul B

�

 este unic 

determinat prin ecua�iile (3.3.27) �i (3.3.33): 

                              0Bdiv =
�

                 (3.4.10) 

                                                              jHrotBrot

���

µ=µ=                      (3.4.11) 

Îns�, dac� densitatea de curent j

�

 satisface rela�ia (3.4.11), ea trebuie s� fie solenoidal�, adic� : 

                   0Brotdiv
1

jdiv =
µ

=
��

                (3.4.12) 

�i deci liniile de curent trebuie s� fie linii închise. Aceast� condi�ie este încompatibil� cu ecua�ia 

(3.4.9) pentru curen�i nesta�ionari 


�

�



�

�
≠

∂

ρ∂
0

t
. 

 Paradoxul a fost rezolvat de Maxwell men�inând  condi�ia div B

�

= 0 �i redefinind 

densitatea de curent astfel încât ea s� fie solenoidal� în toate cazurile. Acest lucru se realizeaz� 
folosind legea lui Gauss generalizat� (3.1.63), 

                              Ddiv

�

=ρ   (3.4.13) 

care afirm� c� densitatea de sarcin� liber� este o m�sur� a divergen�ei induc�iei electrice �i deci 

ecua�ia de continuitate (3.4.9) se scrie : 

                         0
t

D
jdiv =






�

�






�

�

∂

∂
+

�
�

               (3.4.14) 

Prin urmare, în cazul curen�ilor nesta�ionari, în legea lui Ampère (3.4.11) trebuie s� se considere, 

în locul lui j

�

, curentul total de densitate 
t

D
j

∂

∂
+

�
�

, constituit din doi curen�i: curentul de conduc�ie 

cu densitatea j

�

 �i  curentul de deplasare de densitate 
t

D
j
d ∂

∂
=

�
�

, care are rolul de a închide 

liniile de curen�i variabili, adic�: 

                            
t

D
jHrot

∂

∂
+=

�
��

              (3.4.15) 

 

 2. Sensul fizic al curentului de deplasare 

 Se consider� un condensator introdus în circuitul unui curent variabil (alternativ) (fig. 

3.4.3). Evident, într-un astfel de circuit, 0
t

D
≠

∂

∂
�

. Rela�ia de defini�ie (3.1.56) a vectorului induc�ie 

electric� este 

PED
o

���

+ε=  

sau, având în vedere ecua�ia (3.1.54), 
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                  ( ) PEED
poo

����

++ε=                          (3.4.16) 

 

                                                                      +σσσσ  -σp      +σp  -σσσσ 

                                                                    j

�

 

 

 

                                                                                  
t

D

∂

∂
�

 

 

Fig. 3.4.3 

Pentru valorile absolute ale m�rimilor fizice, (3.4.16) devine 

                                                          PEED
pooo

+ε−ε=                        (3.4.17) 

�i densitatea curentului de deplasare se scrie :  

                      
t

P

t

E

t

E

t

D p

o

o

o ∂

∂
+

∂

∂
ε−

∂

∂
ε=

∂

∂
                  (3.4.18) 

 Termenul ∂P/∂t reprezint� densitatea curentului de polarizare care se datoreaz� deplas�rii 
sarcinilor electrice legate, în timpul varia�iei polariza�iei dielectricului sub ac�iunea câmpului 

electric variabil dintre pl�cile condensatorului. Când se a�eaz� un dielectric într-un câmp electric 

variabil de frecven�� înalt�, dipolii electrici ce compun dielectricul, rotindu-se dup� câmpul 

variabil, se ciocnesc cu atomii vecini �i cedeaz� o parte din energia lor; dielectricul se înc�lze�te. 

Acest fenomen este folosit în tehnic� pentru înc�lzirea unui dielectric, simultan pe toat� grosimea 

lui. Deoarece m�rimea ∂P/∂t reprezint� viteza de deplasare a sarcinilor legate (�i reale) din 

dielectric, acesteia îi corespunde un câmp magnetic care apare în spa�iul înconjur�tor �i care se 

poate calcula dup� legea Biot-Savart-Laplace, ca �i câmpul creat de curentul de conduc�ie de 

densitate j

�

. 

 În absen�a dielectricului, când între pl�cile condensatorului este vid: 

                0
t

E

;0E;0
t

P
;0P

p

p
=

∂

∂
==

∂

∂
=        (3.4.19) 

�i prin urmare, densitatea curentului de deplasare în vid este:  

                                   
t

E
j

o

odv ∂

∂
ε=                      (3.4.20) 

 Maxwell a presupus c� acest curent de deplasare în vid nu este numai o no�iune formal�, 

ci el creeaz� în jurul s�u un câmp magnetic dup� acelea�i legi ca �i curen�ii de deplasare �i de 

conduc�ie. Numeroase experimente au confirmat aceast� presupunere. S-a constatat c� orice câmp 

electric variabil 




�

�






�

�
≠

∂

∂
0

t

E

�

creeaz� un câmp magnetic variabil, acesta fiind fenomenul de induc�ie 

magnetoelectric�. 
 

3.4.4. Câmpul electrodinamic 
 În figura 3.4.4. a este reprezentat un flux magnetic variabil, care str�bate aria limitat� de 

un circuit închis C. De exemplu, la m�rirea fluxului magnetic, în circuit apare o tensiune 

electromotoare indus� �i  �i deci un câmp electric indus E

�

, care satisface rela�iile : 

°°°°  ∼∼∼∼  °°°° 
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                  �
Φ

−=⋅=
c

td

d
dE �

��

i�                 (3.4.21) 

Când conturul C este constituit dintr-un dielectric, atunci fiecare element din el se polarizeaz� 

datorit� câmpului electric indus E

�

. Dac� circuitul C este deschis atunci prin el nu circul� curent 

dar, ca rezultat al ac�iunii câmpului indus E

�

, în circuit se produce o redistribuire a sarcinilor astfel 

încât la capetele conductorului apar sarcini libere. 

   

                                              0
t

>
∂

Φ∂
                                                                 0

t

B
>

∂

∂
�

 

 

       C 

 

                                                      E

�

                                                                            E

�

 

 

 

                                 a                                                                               b 

Fig. 3.4.4 

Generalizând aceste rezultate, Maxwell a ajuns la concluzia c� în toate punctele spa�iului, 

unde exist� câmp magnetic variabil în timp apare un câmp electric, independent de faptul dac� 

exist� sau nu în ele un conductor. Conturul conductor este util doar pentru a observa câmpul 

electric indus care, spre deosebire de cel electrostatic, se nume�te câmp electrodinamic. Câmpul 

electrodinamic este rota�ional, are liniile de câmp închise (fig. 3.4.4. b).  

Într-adev�r, din rela�ia (3.4.21) se ob�ine  

                     �� �� ⋅
∂

∂
−=⋅−=⋅�

S SC

Sd
t

B
SdB

dt

d
dE

�
�

��

�

��

          (3.4.22) 

sau, aplicând teorema lui Stokes :  

                              �� ��
∂

∂
−=⋅

S S

Sd
t

B
SdErot

�
�

��

                   (3.4.23) 

de unde 

                                       
t

B
Erot

∂

∂
−=

�
�

   ,                   (3.4.24) 

Aceast� rela�ie reprezint� forma local� a legii induc�iei electromagnetice �i exprim� caracterul 

rota�ional al câmpului electrodinamic. 

 

3.4.5. Câmpul electromagnetic. Ecua�iile lui Maxwell 
 Dup� cum s-a ar�tat în § 3.4.3 rezult� c� orice câmp electric variabil în timp, care are 

întotdeauna derivata în raport cu timpul variabil�, adic� creeaz� un curent de deplasare variabil, va 

genera un câmp magnetic de asemenea variabil în timp. Din § 3.4.4 rezult� c� orice câmp magnetic 

variabil în timp determin� apari�ia unui câmp electric variabil, cu linii de câmp închise. 

Prin urmare, spa�iul ocupat de un câmp electric variabil este în acela�i timp sediul unui 

câmp magnetic variabil. Cele dou� câmpuri, electric �i magnetic, sunt indisolubil legate între ele �i 
formeaz� o unitate numit� câmp electromagnetic. 

Din cele expuse pân� acum rezult� c� starea câmpului electromagnetic este definit� de 

urm�toarele perechi de m�rimi vectoriale : 
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- vectorul induc�ie electric� D

�

 care m�soar� latura electric� a câmpului prin sarcinile 

care produc câmpul Ddiv(

�

 = ρ) �i vectorul câmp magnetic H

�

, care m�soar� latura magnetic� a 

câmpului prin curen�ii totali care produc câmpul  




�

�






�

�

∂

∂
+=

t

D
jHrot

�
��

; 

- vectorul câmp electric E

�

, care m�soar� latura electric� a câmpului prin interac�iunile 

electrice pe care le produce ( )Eqf

��

=  �i vectorul induc�ie magnetic� B

�

, care m�soar� latura 

magnetic� a câmpului prin interac�iunile magnetice pe care le produce ( )Bvqf

���

×= . 

               În mediile conductoare mai apar m�rimile: densitatea de curent j
�

 �i intensitatea 
i

E

�

 a 

câmpului electric imprimat. 

 Aceste m�rimi de stare sunt interdependente fiind legate între ele printr-un sistem 

complet de ecua�ii cu derivate par�iale, care determin� starea electromagnetic� local� în fiecare 

punct �i care se numesc ecua�iile lui Maxwell. Pentru un mediu care nu este nici dielectric perfect, 

nici conductor perfect, deci pentru un mediu în care exist� atât curent de conduc�ie cât �i curent de 

deplasare, acest sistem este constituit din ecua�iile locale (3.4.15), (3.4.24), (3.1.63) �i (3.3.23):  

- legea Maxwell-Ampère a circuitului magnetic: 
t

D
jHrotH

∂

∂
+=≡×∇

�
���

  (3.4.25) 

- legea lui Faraday a induc�iei electromagnetice: 
t

B
ErotE

∂

∂
−=≡×∇

�
��

    (3.4.26) 

- legea lui Gauss pentru câmpul electric:              ρ=≡∇ DdivD

��

       (3.4.27) 

- legea lui Gauss pentru câmpul magnetic:         0BdivB =≡∇
��

       (3.4.28)   

 Formele integrale corespunz�toare acestor ecua�ii sunt, respectiv: 

                      �� �� ⋅+⋅=� ⋅
S SC

SdD
dt

d
SdjdH

����

�

��

        (3.4.29) 

                              � �� ⋅−=⋅
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SdB
dt

d
dE
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��

         (3.4.30) 

                               �� ��� ρ=⋅
S

dSdD

�

�
��

      (3.4.31) 

                        �� =⋅
S

0SdB

��

         (3.4.32) 

 Pentru determinarea câmpurilor electrice �i magnetice, ecua�iile lui Maxwell se 

completeaz� cu a�a-numitele rela�ii de material (3.1.56) �i (3.3.30), impuse de polarizarea 

electric� �i magnetic� a corpurilor:  

              PED
o

���

+ε=     (3.4.33)                          ℑ+µ=
���

HB
o

         (3.4.34) 

sau în medii cu polarizare liniar� - în care ℑ
��

�iP  sunt coliniari cu E

�

 (rela�ia 3.1.60), respectiv cu 

H

�

 (rela�ia 3.3.32) - �i f�r� polarizare spontan�, 

      ED

��

ε=           (3.4.35)                                  HB

��

µ=        (3.4.36) 

În plus, pentru medii conductoare se utilizeaz� �i legea lui Ohm (3.2.17): 

                      )EE(j
i

���

+σ=        (3.4.37) 

În încheiere, trebuie remarcat c� liniaritatea ecua�iilor câmpului electromagnetic (3.4.25) – (3.4.28) 

implic� valabilitatea principiului superpozi�iei câmpurilor electromagnetice, ceea ce generalizeaz� 
principiul men�ionat în cazul câmpurilor electrostatic �i magnetostatic (vezi paragrafele 3.1.2 �i 
3.3.1). Acest principiu se aplic� în mod curent la efectuarea calculelor concrete. 
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3.4.6. Conservarea energiei câmpului electromagnetic 
 Se poate stabili legea conserv�rii energiei privind propagarea câmpului electromagnetic, 

considerând c� fluxul de energie electromagnetic� se propag� cu vitez� finit� iar propriet��ile 

electrice (ε, σ) �i cele magnetice (µ) ale mediului nu depind de modulele vectorilor E

�

 �i B

�

. 

 Consider�m un mediu liniar, omogen �i izotrop pentru care putem scrie µ= /BH

��

 �i 

ED

��

ε=  �i transcriem sistemul de ecua�ii Maxwell (3.4.25) – (3.4.28) în func�ie de E

�

�i B

�

: 
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                                     (3.4.38) 

                  
ε

ρ
=∇ E
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                  0B =∇
�

. 

Înmul�im scalar prima ecua�ie cu B

�

, a doua ecua�ie cu E

�

 �i sc�dem prima din a doua : 
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B
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E
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Conform rela�iei (A.1.27) din Anexa 1,  

)Bx(E)Ex(B)BxE(

������

∇−∇=∇  

�i rela�ia precedent�, dup� împ�r�irea cu µ, se scrie  
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În continuare se integreaz� aceast� ecua�ie pe un domeniu de volum τ,   

                              τ
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            (3.4.39) 

�i se cerceteaz� termenii din dreapta. Deoarece �

��

d.Sdd =τ  se ob�ine: 

,d.Idd.Sd.jdj �

�
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����

==τ  

unde d �

�

 este un element de linie orientat. Deci, 
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unde I este intensitatea curentului de conduc�ie ce str�bate suprafa�a S ce m�rgine�te volumul τ, 

�=
Γ

�

��

d.E� este tensiunea electromotoare de-a lungul unei linii de curent Γ iar  dW= I � dt  este 

c�ldura degajat� în timpul dt prin efect Joule. 

 Notând: 

  -  energia câmpului electromagnetic -   τ��� 
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               (3.4.39 a) 

 -  densitatea de energie a câmpului -       
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                        (3.4.39 b)   

 -  vectorul Poynting-Umov  -                      HE)BxE(
1
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×=
µ

=                          (3.4.39 c)  
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ecua�ia  (3.4.39) devine: 

                   ��� τ∇+
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                             (3.4.40) 

Folosind teorema Green-Gauss-Ostrogradski, rezult� : 

��� �� ��� �� Φ==τ∇�=τ∇
τ τS S

dSnYdYSdYdY
������

 

unde Φ este fluxul total al vectorului Poynting sau puterea care iese din suprafa�a S datorit� 
propag�rii câmpului electromagnetic, având semnifica�ia unui curent de energie. Astfel, (3.4.40) 

devine: 

                    Φ+
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∂
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∂
−

t

W

t

W
em

                 (3.4.41) 

ecua�ie ce exprim� teorema conserv�rii energiei câmpului electromagnetic sub form� 
integral� : “sc�derea energiei câmpului electromagnetic este egal� cu suma dintre c�ldura 

dezvoltat� prin efect Joule în unitatea de timp �i fluxul de energie electromagnetic� care str�bate 

suprafa�a S”. 

 Din (3.4.39) �i (3.4.40), cu nota�iile (3.4.39 a,b,c),  se ob�ine �i forma local� a teoremei: 

                      YdivE.j
t

w
em

���

+=
∂

∂
−                             (3.4.42) 

Dac� mediul este perfect izolator, 0j =
�

 �i energia electromagnetic� se poate transmite f�r� 

pierderi la distan�e foarte mari. 

 
3.4.7. Unde electromagnetice 
1. No�iuni generale 

 Teorema conserv�rii �i transform�rii energiei câmpului electromagnetic pune în eviden��, 

prin vectorul Poynting, un transport de putere a câmpului electromagnetic care are loc ca urmare a 

propag�rii câmpului. 

Câmpul electromagnetic este univoc determinat de ecua�iile lui Maxwell, în orice 

moment �i în orice punct din spa�iu, dac� sunt cunoscute valorile vectorilor E

�

 �i H

�

 la momentul 

ini�ial (t = 0). Aceast� afirma�ie cap�t� un sens fizic direct numai când se consider� o por�iune 

oarecare finit� din spa�iu �i se completeaz� condi�iile care determin� solu�ia ecua�iilor lui Maxwell 

cu anumite condi�ii de frontier� pe marginea acestor por�iuni. Dac� un asemenea câmp 

electromagnetic este creat într-o por�iune limitat� a spa�iului, el se propag� în restul spa�iului cu o 

vitez� finit�, care în vid coincide cu viteza luminii (c = 3.10
8
 m/s). Propagarea câmpului 

electromagnetic are un caracter de und� �i pentru a ar�ta acest lucru se consider� cazul unui mediu 

omogen �i f�r� distribu�ie volumic� de sarcin� adic� :  

-   ε = const., µ  =  const.  (mediu izotrop �i omogen) 

-   ρ =  0 (mediu f�r� distribu�ie volumic� de sarcin�). 

             Ultima rela�ie implic� j

�

= 0  �i  ecua�iile lui Maxwell devin : 
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          (3.4.43) 

Aplicând operatorul rotor primei ecua�ii se ob�ine 

 )Ex(
tt

E
)H(

�
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∇
∂

∂
ε=

∂

∂
×∇ε=×∇×∇  

�i folosind rela�ia (A.1.35) �i ecua�ia a II-a din sistemul (3.4.43), rezult� :  
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Primul termen este zero conform ecua�iei IV din sistemul (3.4.43), deci : 
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                (3.4.44) 

În mod analog, aplicând rotorul ecua�iei II a lui Maxwell �i folosind ecua�ia III se ob�ine : 

                    0
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               (3.4.45) 

Dac� se compar� aceste ecua�ii cu ecua�ia diferen�ial� a undelor (2.2.26), rezult� pentru viteza de 

propagare a câmpului magnetic �i a câmpului electric rela�ia:  

                             

µε
=

1
v               (3.4.46) 

 Astfel, din ecua�iile lui Maxwell rezult� c� atât câmpul electric cât �i câmpul magnetic nu 

sunt localizate în spa�iu, ci se propag� sub forma unor unde, cu aceea�i vitez� )/1( µε . Cele 

dou� unde se propag�, a�adar, simultan în spa�iu, coexist� în fiecare punct din spa�iu �i reprezint� 

unda electromagnetic�. 

 Pentru un mediu de permitivitate ε = εrεo �i permeabilitate µ = µr µo, viteza de faz� a undei 

electromagnetice are valoarea : 

                   

rroororo

111
v

µεµε
=

µµεε
=               (3.4.47) 

Considerând numai expresia 
oo

/1 µε  pentru vid �i �inând seama de valorile numerice ale lui µo 

(µo = 4π.10
-7

 H/m) �i  εo (εo = 8,85.10
-12

 F/m) se ob�ine valoarea: 

                                  s/m10.3
1

c
8

oo

=
µε

= ,             (3.4.48) 

care reprezint� valoarea vitezei luminii în vid �i în acest caz, rela�ia (3.4.47) se poate scrie : 

                         
rr

/cv µε=               (3.4.49) 

Aceast� rela�ie poate fi scris� �i sub forma 

                    
rr

nv/c µε==               (3.4.50) 

întrucât raportul dintre viteza luminii în vid (c) �i viteza de faz� (v) a luminii prin mediul 

considerat reprezint� indicele de refrac�ie (n) al mediului. 

 În cazul unui mediu dielectric, deoarece µr =  1, rela�ia (3.4.50) devine : 

                  
r

2
n ε=                            (3.4.51) 

2. Transversalitatea undelor electromagnetice 

 Una din solu�iile importante ale ecua�iei undei electromagnetice o constituie solu�ia sub 

form� de und� plan� de tipul (2.2.47) �i în acest caz, la orice moment, vectorii câmpului (sau 

func�ia de und�) au aceea�i valoare în toate punctele oric�rui plan perpendicular pe direc�ia de 

propagare a undei. Dac� se alege axa Ox drept direc�ie de propagare, atunci E

�

 �i  H

�

 trebuie s� 
depind� numai de variabilele x �i t. Solu�ia sub form� de und� plan� are forma (2.2.34): 

                              

��

�
�
�

−ω=

−ω=

)xkt(sinHH

)xkt(sinEE

o

o
��

��

              (3.4.52) 
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unde k este num�rul de und�, ω  =  k v  iar 
o

E

�

 �i 
o

H

�

 sunt amplitudinile vectorilor câmp electric 

�i magnetic.  

Sub form� complex�, aceste unde plane se scriu : 

                                

��

�
�

�

=

=

−ω

−ω

)xkt(i

o

)xkt(i

o

eHH

eEE

��

��

                        (3.4.53) 

iar operatorul ∇ se reduce la expresia : 

                               
xx

1)ik(
x

1

��

−=
∂

∂
=∇                         (3.4.54) 

Dac� direc�ia de propagare nu este Ox, ci o direc�ie oarecare de versor n
�

, se înlocuie�te 

x
1

�

 cu  n
�

 �i (3.4.54) devine : 

                                                                n)ik(
�

−=∇                          (3.4.55) 

Pe baza acestei rela�ii, ecua�iile III �i IV  ale lui Maxwell din (3.4.43) devin : 

                            

��

�
�
�

=ε−=∇

=µ−=∇

0E.nkiD.

0H.nkiB.
���

���

                        (3.4.56) 

de unde rezult� c� vectorii E

�

 �i H

�

 sunt perpendiculari pe n
�

, adic� pe direc�ia de propagare a 

undei respectiv a vectorului de und� k

�

. Astfel, undele electromagnetice plane sunt unde 

transversale. Se poate ar�ta c� �i undele electromagnetice sferice sunt de asemenea transversale. 

    

                E

�

  

 

 

                                       direc�ia de propagare 

                n
�

                           k

�

 

 

      H

�

 

                    Fig. 3.4.5 

S� demonstr�m afirma�ia anterioar�; �inând cont de solu�iile sub form� de unde plane 

pentru E

�

 �i H

�

, rezult�      HieiH
t

H

t

B )kxt(i

o

��
��

ωµ=ωµ=
∂

∂
µ=

∂

∂ −ω
         

�i analog                Ei
t

D �
�

ωε=
∂

∂
        (3.4.57) 

Ecua�iile I  �i  II  din (3.4.43) devin în acest caz: 

             HiExnki�iEiHxnki

������
ωµ−=−ωε=−        (3.4.58) 

dar cum  ω  =  k v, rezult�: 

                        EEEv)Hxn(

�����

µ

ε
=

µε

ε
=ε=−          (3.4.59) 

�i                   HExn

���

ε

µ
=  ,  adic�  : )Exn(H

���

ε=µ            (3.4.60) 

Din ultima rela�ie rezult� clar c� H

�

 este perpendicular pe planul determinat de n
�

 �i E

�

, 

adic� EH

��

⊥ . În plus rezult�  EH ε=µ  �i deci :  

                                        
ε

µ
=

H

E
                                   (3.4.61) 

O alt� proprietate important� a undelor 

electromagnetice este aceea c� vectorii  E

�

 �i 

H

�

 sunt perpendiculari între ei �i deci, 

împreun� cu k

�

, alc�tuiesc un triedru drept (fig. 

3.4.5). Rotind pe E

�

 spre H

�

 pe drumul cel mai 

scurt, sensul de înaintare a burghiului drept este 

spre k

�

. 
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deoarece  1Exn =
��

. E sin 90
o
 = E. Astfel raportul m�rimilor vectorilor nu depinde de timp �i 

deci ace�ti vectori au aceea�i faz� �i variaz� sincron ; E

�

 �i H

�

 concomitent �i în acelea�i puncte 

din spa�iu ating valorile maxime �i respectiv minime, oscilând în faz�. Raportul E / H are 

dimensiunea unei rezisten�e electrice (ohm) �i se nume�te impedan�a undei plane, depinzând de 

natura mediului în care se propag� unda.   

Densitatea de energie (3.4.39 b) este în cazul undei electromagnetice plane  

222
H)HH(

2

1
w µ=µ+µ=  

�i intensitatea undei electromagnetice este, conform rela�iei (2.2.58) : 

YHEH.EHH
1

v.wI
22

���

=×==
ε

µ
=µ

εµ
==  

deci egal� cu m�rimea vectorului Poynting (3.4.39 c) care are sensul direc�iei de propagare. 

 Dac� presupunem c� planul de oscila�ie a vectorului E

�

 este xOy �i al lui H

�

 este xOz, 

unda electromagnetic� se nume�te polarizat�. Cu aceste rezultate, unda electromagnetic� poate fi 

reprezentat� grafic ca în figura 3.4.6. 

                              y    E

�

 

  

 

 

 

 

                                                                                                                             Y,v

��
 

                                                                                                                               x 

 

 
                 z     H

�

 

 

Fig. 3.4.6 

 

 

PROBLEME PROPUSE LA CAPITOLUL 3 

 

3.1. Un conductor de lungime 2� este uniform înc�rcat având densitatea liniar� de sarcin� 

λ. S� se calculeze câmpul electric E

�

 într-un punct de pe perpendiculara dus� pe mijlocul 

conductorului, situat la distan�a a de conductor. 

                                             R: 

�

�


�

�

επ

λ
=

a
arctgsin

a2
)a(E

0

�
 

3.2. Un inel sub�ire de raz� r este înc�rcat uniform cu sarcina q. Calcula�i câmpul electric 

E pe axa inelului la distan�a d de centrul acestuia. Ce devine expresia ob�inut� pentru d >> r ? Care 

este valoarea maxim� a lui E �i care este punctul în care aceasta poate fi atins�? 

                            R: 



�
�


�
� +πε

=

2
d

2
r4

qd
E

2
3

0

 ; 
2

0

max
r18

3q
E

πε
±=          

 3.8. S� se determine câmpul electric creat de dou� plane infinite înc�rcate cu densit��ile 

superficiale de sarcin� +3σ �i -σ.  

                             R: 
ooo

int

2

22

3
EEE

ε

σ
=

ε

σ
+

ε

σ
=+= −+ ; 

ooo
ext

22

3
EEE

ε

σ
=

ε

σ
−

ε

σ
=−= −+  
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 3.10. Un condensator cilindric are ca arm�turi doi cilindri coaxiali cu razele R1, R2 �i 

în�l�imea �  (fig. 3.10 a). Dielectricul dintre arm�turi are permitivitatea ε. S� se calculeze 

capacitatea condensatorului. 

                             R: 

1

221

R

R
ln

2

VV

q
C

�πε
=

−
=  

3.11. Un condensator sferic are ca arm�turi dou� sfere concentrice cu razele R1 �i R2 (R1< 

R2). Dielectricul are permitivitate ε. S� se calculeze capacitatea condensatorului. 

                                                        R: 
12

21

21

rr

rr4

4

q

r

1

r

1

q
C

−

πε
=

πε
⋅




�

�






�

�
−

=  

3.13. S� se demonstreze c� un câmp electrostatic omogen 
0

E

�

 admite poten�ialul scalar 

CrE)r(V
0

+−=
��

,  unde C este o constant�. 
 

3.14. Un dipol cu momentul electric p
�

 este localizat la distan�a r de un fir lung înc�rcat 

uniform cu densitatea liniar� de sarcin� λ. Determina�i for�a care ac�ioneaz� asupra dipolului dac� 

p
�

 este orientat: a) paralel cu firul; b) paralel cu raza vectoare r
�

. 

R:  a) 0F
r

= ;  b) 
2

0
r2

pF

πε

λ
−=  

3.15. Un mediu omogen slab conductor, de rezistivitate ρ umple spa�iul dintre doi cilindri 

coaxiali cu razele a �i b (a<b), având  fiecare lungimea � . Calcula�i rezisten�a mediului  dintre 

cilindri, neglijând efectele de margine. 

                                                                                                                R:    
a

b
ln

2
R ⋅

π

ρ
=

�
 

3.20. S� se determine câmpul magnetic  creat de o distribu�ie de curent cu densitate 

constant� j, de forma unei p�turi cilindrice de raze Ri �i Re, la o distan�� r:  a) r<Ri  ; b) r∈(Ri, Re); 

c) r>Re . 

                                                                     R: 0)r(H
i

= ; 
2

i

2

e

2

i

2

ie
RR

Rr

r2

I
)r(H

−

−

π
= ; 

r2

I
)r(H

e π
=  

3.25. O particul� înc�rcat� electric trece nedeviat� prin dou� câmpuri, unul electric �i unul 

magnetic, aplicate simultan. Dac� înceteaz� ac�iunea câmpului electric particula descrie o 

traiectorie de raz� r. Dac� ar înceta doar ac�iunea câmpului magnetic, particula ar c�p�ta 

accelera�ia a. Determina�i viteza particulei. 

                                                                                                                                  R: r.av =  

3.27. Care este intensitatea câmpului electric �i magnetic al unei unde a c�rei intensitate 

energetic� este în vid  I = 10 W/m
2
? 

                                                                          R: 
m

V
194

c

I
E

0

=
⋅ε

= ;
m

A
515,0

c

I
H

0

=
⋅µ

= ���������������������  

 3.32.  O und�   electromagnetic� armonic� plan� este descris� de vectorii  E

�

 �i  H

�

  da�i 

de ecua�iile: E

�

(x, y, z, t) = 
o

E

�

(x, y, z)  e
i ω t 

; H

�

 (x, y, z, t) = 
o

H

�

(x, y, z) e
i ω t

. Unda se propag� în 

interiorul unei cavit��i rezonante vidate de forma unui paralelipiped cu laturile a, b, c, având pere�ii 

perfect conductori. S� se arate c�: ∆
o

E

�

+ k
2
 

o
E

�

 = 0  �i  ∆
o

H

�

 +  k
2
 

o
H

�

= 0. 
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A.1.1. Diferen�iale totale exacte 

 Diferen�iala unei func�ii continue de dou� variabile F = F (x,y) va fi tot o func�ie de x �i y �i poate fi pus� sub forma: 

                                        dF = 

y
x

F

�
�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
dx + 

x
y

F

�
�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
 dy     (A.1.1)            sau    dF = M (x,y) dx + N (x,y) dy         (A.1.2) 

          M =

y
x

F

��
�

�
��
�

�

∂

∂
 (A.1.3)      N =

x
y

F

��
�

�
��
�

�

∂

∂
  (A.1.4)  

x
y

M

�
�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
= 

xy

F
2

∂∂

∂
  �i 

y
x

N

�
�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
= 

yx

F
2

∂∂

∂
    (A.1.5)    

x
y

M

�
�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
= 

y
x

N

��
�

�
��
�

�

∂

∂
  (A.1.6) 

 Dac� func�ia F studiat� depinde de trei variabile x, y, z diferen�iala ei este total� exact� dac�: 

                     dF(x,y,z) = dz

yx,
z

F
dy

zx,
y

F
dx

zy,
x

F

�
�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
+�

�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
+�

�
�

�
�
�
�

�

∂

∂
 = M (x,y,z) dx + N (x,y,z) dy + P (x,y,z) dz        (A.1.7)      

                 M = 

zy,
x

F

��
�

�
��
�

�

∂

∂
; N =

zx,
y

F

��
�

�
��
�

�

∂

∂
; P =

yx,
z

F

��
�

�
��
�

�

∂

∂
 (A.1.8)           

x

N

y

M

∂

∂
=

∂

∂
; 

y

P

z

N

∂

∂
=

∂

∂
;   

z

M

x

P

∂

∂
=

∂

∂
    (A.1.9) 

Formula lui Taylor pentru o func�ie de o variabil�, f: [a,b] ⊂ R → R, de (n+1) ori derivabil� într-un punct x0 ∈ (a, b) este:  

            
( ) ( )

)x(
n

R)
0

x(
)n(

f
!n

n
0xx

.....)
0

x(''f
!2

2
0xx

)
0

x('f
!1

0xx
)

0
x(f)x(f +

−
++

−
+

−
+=      (A.1.10)   unde  

( )
0

n
0xx

)x(
n

R

0xx

lim =
−→

. 

 A.1.2. Operatori vectoriali diferen�iali de ordinul întâi în  coordonate carteziene 
1) Gradientul. Fie func�ia scalar� ϕ (x, y, z) de clas� C1

, definit� pe un anumit domeniu D din R3. Din defini�ia dat� mai sus (vezi 

§ A.1.3.), rezult� c� în D avem un câmp scalar sta�ionar. Observ�m c� diferen�iala dz
z

dy
y

dx
x

d
∂

∂ϕ
+

∂

∂ϕ
+

∂

∂ϕ
=ϕ  poate fi considerat� ca 

produsul scalar al vectorilor                    
z

1.dz
y

1.dy
x

1.dxrd

����
++=                 �i                        

z1
z

y1
y

x1
x

A

����

∂

∂ϕ
+

∂

∂ϕ
+

∂

∂ϕ
= .  

Câmpul vectorial A

�

 se nume�te gradientul func�iei scalare ϕϕϕϕ  �i se noteaz� grad ϕϕϕϕ. Putem scrie atunci 

                                                                                           rd.gradd
�

ϕ=ϕ                                                             (A.1.11) 

Se constat� c� vectorul A

�

= grad ϕ s-a ob�inut prin aplicarea operatorului 

                                                z1.
z

y1.
y

x1.
x

���

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇                           (A.1.12) 

func�iei scalare  ϕ (x, y, z). Acest operator, notat cu simbolul ∇, se nume�te operatorul nabla (dup� numele unei harfe asiriene de form� 

triunghiular�), sau operatorul lui Hamilton. Prin urmare 

                                          
z1.

z
y1.

y
x1.

x
grad

���

∂

ϕ∂
+

∂

ϕ∂
+

∂

ϕ∂
=ϕ=ϕ∇                                  (A.1.13) 

deci gradientul unei func�ii scalare este un vector cu componentele egale cu derivatele par�iale ale scalarului în raport cu coordonatele. 

Câmpul vectorial A

�

 care se poate reprezenta ca gradientul unei func�ii scalare ϕ, A

�

= grad ϕ (x, y, z), se nume�te câmp conservativ.  

 Suprafe�e echipoten�iale.  Fie suprafa�a fix�             ϕ (x, y, z)  =  C (const.).             (A.1.14) 

Din (A.1.11) deducem atunci 0rd. =ϕ∇
�

�i cum rd
�

 se g�se�te în planul tangent la suprafa�a (A.1.14), rezult� c� în orice punct al acestei 

suprafe�e, vectorul ∇ϕ are direc�ia normalei la suprafa��. Dând valori constantei C din (A.1.14), ob�inem o familie de suprafe�e numite 

suprafe�e echipoten�iale sau suprafe�e de nivel. Altfel spus, dat fiind un câmp scalar ϕ (x, y, z), locul geometric al punctelor care au 

proprietatea 0rd. =ϕ∇
�

 este o suprafa�� numit� echipoten�ial�. 

2) Divergen�a. Având în vedere caracterul vectorial al operatorului ∇, s�-l aplic�m scalar câmpului vectorial A

�

 de componente 

Ax, Ay �i Az. Rezultatul acestei opera�ii se nume�te divergen�a lui A

�

, se noteaz� div. A

�

 �i este un scalar sau un pseudoscalar, dup� cum A

�

 

este polar sau axial. Expresia analitic� a divergen�ei este  

                               ( )
z

z
A

y

yA

x

x
A

z
1

z
A

y
1

y
A

x
1

x
A

z
1.

z
y

1.
y

x
1.

x
A.A.div

∂

∂
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∂

∂
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∂
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�

∂

∂
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∂

∂
+

∂

∂
=∇=

��������

                   (A.1.15) 

deci divergen�a unui vector este suma derivatelor par�iale ale componentelor vectorului în raport cu coordonatele respective. 

 Un câmp vectorial care are proprietatea                        0A.div =
�

                                                              (A.1.16) 

se nume�te câmp f�r� surse sau câmp solenoidal. Liniile unui astfel de câmp sunt curbe închise.  

3) Rotorul. Prin rotor al unui câmp vectorial A

�

 în�elegem un câmp vectorial B

�

, ob�inut din A

�

 prin opera�ia :   

                                                                      ArotAxB

���

=∇=                                                                    (A.1.17) 

�i, ca orice produs vectorial, se scrie sub forma unui determinant, 

                                     
�
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∂

∂

∂
=

y

xA

x
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z1
x
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z
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y1
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yA

y
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zAyAxA

zyx

z
1

y
1

x
1

Arot

���

���

�

                            (A.1.17’)  

componentele acestuia având semnifica�ia unor “derivate transversale”, componenta pe x  a rotorului vectorului A

�

 depinzând de varia�ia lui 

Az pe direc�ia lui y �i de varia�ia negativ� a lui Ay  pe direc�ia lui z  �.a.m.d.  
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Un câmp vectorial A

�

 care are proprietatea 

                                     rot A

�

   =  0 (peste tot)                      (A.1.18) 

se nume�te câmp irota�ional sau f�r� vârtejuri sau, înc�, neturbionar. Condi�ia (A.1.18) este o condi�ie suficient� ca un câmp s� fie 

conservativ, adic� s� poat� fi descris de gradientul unei func�ii poten�iale oarecare. 

4) Teorema Green-Gauss-Ostrogradski 

 Fie S o suprafa�� m�rginit� �i A

�

 un vector cu punctul de aplica�ie pe S. Fluxul vectorului A

�

 prin suprafa�a S este:  

                                                                               �� ��==Φ

S S

Sdn.ASd.A
����

                                           (A.1.19) 

unde n.dSSd
��

= este un element orientat al lui S. Dac� suprafa�a S este închis� �i n
�

este versorul normalei exterioare, al c�rei sens este 

ales ca pozitiv, se demonstreaz� c� 

                                                                                ��� τ=��=��
V

dAdivS

S

d.n.AS

S

d.A

�����

                    (A.1.20) 

unde dτ este un element al volumului V, ocupat de domeniul D limitat de suprafa�a S. Formula (A.1.20) exprim� teorema Green-Gauss-

Ostrogradski: fluxul vectorului A

�

 prin suprafa�a închis� S este egal cu integrala pe domeniul D, de volum V, limitat de suprafa�a S, din 

divergen�a vectorului A

�

. Dac� fluxul vectorului A

�

 printr-o suprafa�� închis� este nul, se spune c� fluxul vectorului este conservativ �i c� 

A

�

 este un vector de flux conservativ. Prin contractarea suprafe�ei S, la limit� se ob�ine din (A.1.20) : 

                                        ��
τ∆→τ∆

=

S

S.dn.A
1

0

limAdiv
���

                   (A.1.21) 

care poate fi considerat� ca rela�ia de defini�ie a divergen�ei într-un punct. Dac�  div A

�

>  0, spunem c� în acel punct avem o surs� pozitiv� 

(izvor), iar dac� div A

�

< 0, în punctul respectiv exist� o surs� negativ� (pu�). 

 5) Teorema Stokes-Ampère 

Fie din nou o suprafa�� S, de data aceasta deschis�, care se sprijin� pe conturul Γ. Dac� A

�

 este un vector cu punctul de aplica�ie pe Γ, 

integrala curbilinie �
Γ

�

��

d.A  este circula�ia lui A

�

 de-a lungul conturului Γ. Pentru a exprima circula�ia, trebuie ales pe Γ un sens de parcurs, 

adoptat ca pozitiv (fig. A.1.4). În acest caz, sensul pozitiv al versorului n
�

 al normalei la S va fi dat de regula burghiului. Se poate ar�ta c� 

                                                                    ��=�
Γ S

Sd.Arotd.A

��

�

��

                                                 (A.1.22) 

unde Sd

�

este un element orientat al lui S.  Rela�ia (A.1.22) este cunoscut� sub numele de teorema Stokes-Ampère: circula�ia vectorului A

�

 

de-a lungul conturului închis Γ  este egal� cu fluxul rotorului vectorului A

�

 prin suprafa�a S ce se sprijin� pe contur.  

Dac� A

�

 este un câmp conservativ A

�

=gradϕ(x, y, z), avem:        0ddz
z

dy
y

dx
x

d.A =�
Γ

ϕ=�
Γ

�
Γ

�
�
�

�
�
�
�

�

∂

ϕ∂
+

∂

ϕ∂
+

∂

ϕ∂
=�

��

        (A.1.23) 

c�ci circula�ia dintr-o diferen�ial� total�, pe un contur închis, este nul�. 

 

A.1.3.  Formule utile 

1
o
. ϕφ+φϕ=ϕ∇φ+φ∇ϕ=ϕφ∇=ϕφ gradgrad)()(grad                                                                                         (A.1.24) 

2
o
.  ϕ+ϕ=ϕ∇+∇ϕ=ϕ∇=ϕ grad.AAdiv.AA.)A.()A(div

������

                                                                                 (A.1.25) 

3
o
. Ax)grad(ArotAx)(Ax)A(x)A(rot

������

ϕ+ϕ=ϕ∇+∇ϕ=ϕ∇=ϕ                                                                     (A.1.26) 

4
o
. Brot.AArot.B)Bx(.A)Ax.(B)BxA(div

����������

−=∇−∇=                                                                          (A.1.27) 

5
o
. A).B(B).A(ArotxBBrotxA)B.A(grad

����������

∇+∇++=                                                                              (A.1.28) 

6
o
.  B).A(A).B(AdivBBdiv.A)BxA(rot

����������

∇−∇+−=                                                                                             (A.1.29) 

7
o
.  0)Ax()Arot(div =∇∇=

��

                                 (A.1.30)            0)()grad(rot =ϕ∇×∇=ϕ                     (A.1.31) 

 8
o
. ϕ∆=ϕ∇=ϕ∇∇=ϕ 2

)(.)grad(div                                                                                                                     (A.1.32)        

        laplaceanul 
2

z

2

2
y

2

2
x

2
2

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∆=∇           (A.1.33)          ecua�ia lui Laplace  0=ϕ∆                (A.1.34) 

9
o
.  A)Adiv(gradA

2
)A.()Ax(x)Arot(rot

������

∆−=∇−∇∇=∇∇=                                                                            (A.1.35) 

10
o
.  Dac� r

�
(x, y, z) este vectorul de pozi�ie al unui punct P în raport cu originea reperului Oxyz, avem : 

                                 )0r(0
r

1
;0rrot;3rdiv;1rgrad;

r
1

r

r
rgrad ≠=�

�

�
�
�

�
∆=====

���
�

                                 (A.1.36) 

11
o
. 'Axr

r

1
)r(Arot;'A.r

r

1
)r(Adiv;'

r

r
)r(grad

������
�

==ϕ=ϕ                                                                                   (A.1.37) 

12
o
. Laplaceanul  în coordonate sferice:     
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TESTE GRILĂ  FIZICĂ -  CAPITOLUL I 

 
1 – Vectorul viteză momentană: 

A. coincide cu vectorul viteză medie în mişcarea curbilinie; 
B. este tangent la traiectorie în fiecare punct al său; 
C. este perpendicular pe acceleraţia tangenţială; 
D. este secant la traiectorie în fiecare punct al său; 
E. este nul în mişcarea rectilinie uniformă. 

 
2 – Principiul inerţiei afirmă că dacă F=0: 

A. punctul material îşi menţine starea de mişcare uniform accelerată sau de 
repaus; 

B. punctul material îşi menţine starea de mişcare uniform accelerată; 
C. punctul material îşi menţine starea de repaus; 
D. punctul material îşi menţine starea de mişcare. 
E. punctul material îşi menţine starea de mişcare rectilinie uniformă sau de 

repaus; 
 
3 – Conform principiului acţiunii şi reacţiunii: 

A. dacă un corp acţionează asupra altui corp cu o forţă numită acţiune, cel de 
al doilea acţionează asupra primului cu o forţă dublă, numită reacţiune; 

B. dacă un corp acţionează asupra altui corp cu o forţă numită acţiune, cel de-
al doilea acţionează asupra primului cu o forţă numită reacţiune, egală în 
modul şi în sens contrar; 

C. dacă un corp stă în repaus forţele de acţiune şi reacţiune  nu acţionează 
asupra lui; 

D. forţa de acţiune este jumătate din forţa de reacţiune; 
E. dacă forţa de acţiune este verticală, forţa de reacţiune este orizontală. 

 
4 – Produsul vectorial a doi vectori reprezintă: 

A. un vector perpendicular pe planul celor doi vectori; 
B. un vector paralel cu planul celor doi vectori; 
C. o mărime scalară; 
D. totdeauna o mărime adimensională; 
E. totdeauna o mărime de stare. 

 
5 –  Impulsul unui corp cu masa m şi care se mişcă cu viteza  v se defineşte ca: 

A. produsul scalar dintre masa şi acceleraţia corpului; 
B. viteza de variaţie a forţei care acţionează asupra corpului; 
C. o mărime vectorială a cărei modul este produsul dintre masa şi viteza 

corpului; 
D. viteza de variaţie a energiei totale a corpului; 
E. produsul vectorial dintre masa şi viteza corpului. 

  
6 – Lucrul mecanic este: 

A. o mărime vectorială deoarece este produsul între o mărime vectorială 
(forţa) şi o mărime scalară (deplasarea); 

B. o  mărime vectorială  deoarece  este  produsul   între   o  mărime vectorială 
(deplasarea) şi o mărime scalară (forţa); 
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C. o mărime vectorială deoarece este rezultatul unui produs vectorial dintre 
două mărimi vectoriale (forţa şi deplasarea); 

D. o mărime scalară deoarece este rezultatul unui produs scalar între două 
mărimi vectoriale (forţa şi deplasarea); 

E. o mărime scalară deoarece este rezultatul unui produs între două mărimi 
scalare (forţa şi deplasarea). 

 
 
7 – Prin definiţie lucrul mecanic este egal cu produsul dintre mărimea forţei şi mărimea 
deplasării (L=F.d) dacă: 

A. forţa este constantă şi punctul ei de aplicaţie se deplasează pe distanţa d pe 
o direcţie oarecare; 

B. forţa este constantă şi punctul ei de aplicaţie se  deplasează pe distanţa d, în 
direcţie normală la direcţia forţei; 

C. forţa este constantă şi punctul ei de aplicaţie se deplasează pe distanţa d, în 
direcţia şi în sensul forţei; 

D. forţa este constantă şi punctul ei de aplicaţie se deplasează pe distanţa d în 
sens contrar forţei; 

E. forţa este variabilă şi punctul ei de aplicaţie se deplasează pe distanţa d în 
direcţia şi sensul forţei. 

 
8 – Energia cinetică a unui corp este: 

A. invers proporţională cu viteza corpului; 
B. invers proporţională cu masa corpului; 
C. direct proporţională cu masa corpului şi cu viteza; 
D. invers proporţională cu masa corpului şi cu pătratul vitezei corpului; 
E. direct proporţională cu masa corpului şi cu pătratul vitezei corpului. 

  
9 – Energia cinetică a unui camion cu masa de 12 t care se deplasează cu viteza de 36 
km/h este: 

A. 240 kJ;   B. 360 kJ;   C. 60 kJ;   D. 600 kJ;   E. 300 kJ.    
          
10 – Puterea mecanică dezvoltată de o forţă constantă ca direcţie, sens şi intensitate 
reprezintă: 

A. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de această forţă şi deplasarea 
produsă; 

B. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de această forţă şi intervalul de timp 
necesar efectuării lui; 

C. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de această forţă şi viteza imprimată; 
D. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de această forţă şi acceleraţia 

imprimată; 
E. raportul dintre lucrul mecanic efectuat de această forţă şi masa corpului 

asupra căruia acţionează forţa. 
          

11 – Un corp cu masa de 4 kg are energia cinetică  de 50 J. Datorită unei forţe de 
rezistenţă la înaintare, impulsul corpului scade cu 16 N.s. Impulsul final al corpului este: 

A. 3 N.s;   B. 4 N.s;   C. 8 N.s;   D. 5 N.s;   E. 10 N.s. 
         
12 – Un câmp de forţe este conservativ dacă:  

A. energia potenţială este constantă de-a lungul liniilor de câmp; 
B. lucrul mecanic nu depinde de stările iniţială şi finală; 
C. lucrul mecanic nu depinde de drum ci doar de stările iniţială şi finală; 
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D. forţele nu sunt funcţii de punct; 
E. energia totală nu se conservă. 

 
13 – Într-un câmp conservativ de forţe variaţia energiei potenţiale între două stări este: 

A. egală cu variaţia energiei cinetice între acele stări; 
B. egală şi de semn contrar cu lucrul mecanic al forţelor conservative; 
C. egală cu variaţia energiei cinetice plus variaţia lucrului mecanic între acele 

stări; 
D. proporţională cu variaţia de viteză; 
E. totdeauna mai mare ca variaţia energiei cinetice. 
 

14 –  Lucrul mecanic al greutăţii este: 
A. independent de drumul parcurs de punctul material şi dependent de legea de 

mişcare a acestuia; 
B. dependent de drumul parcurs de punctul material şi independent de legea de 

mişcare a acestuia; 
C. dependent de drumul parcurs de punctul material şi de legea de mişcare a 

acestuia; 
D. este egal cu produsul greutăţii prin diferenţa de nivel h dintre poziţiile 

iniţială şi cea finală a punctului material; 
E. nici un răspuns nu este corect. 

 
15 –  Un corp este lăsat să cadă liber de la înălţimea h = 180 m. În momentul când     
atinge Pământul are impulsul p = 30 Ns. Energia cinetică a corpului în acest moment 
este: 

A. 800 J;   B. 900 J;   C. 450 J;   D. 990 J;   E. 9 KJ. 
          
16 – Lucrul mecanic efectuat de o forţă disipativă care acţionează asupra unui corp 
situat într-un câmp conservativ de forţe este egal: 

A. şi de semn opus cu variaţia energiei cinetice a sistemului; 
B. şi de semn opus cu variaţia energiei potenţiale a sistemului; 
C. cu variaţia energiei mecanice a sistemului; 
D. cu suma între energia cinetică şi potenţială a sistemului; 
E. cu lucrul mecanic efectuat de forţele conservative. 

 
17 – Care este modulul momentului cinetic faţă de un punct O al unui punct material de 
masă m, viteză v, situat la distanţa r faţă de O (α este unghiul dintre vectorul de poziţie 
şi vectorul impuls)? 

A. r. mv. sinα ;   B. r. mv. cosα;   C. r.v. sinα; 
D. r. v. cosα;   E. nici un răspuns nu e corect. 

 
18  –  Teorema variaţiei momentului cinetic se enunţă astfel: 

A. variaţia momentului cinetic în raport cu un punct fix este egală cu momentul 
forţei care produce mişcarea în raport cu acel punct; 

B. viteza de variaţie a momentului cinetic în raport cu un punct fix este egală cu 
momentul forţei care produce mişcarea în raport cu acel punct; 

C. variaţia momentului cinetic în raport cu un punct fix este egală cu momentul 
forţei care produce mişcarea în raport cu acel punct, luat cu semn schimbat; 

D. momentul cinetic în raport cu un punct fix se conservă într-un câmp 
conservativ; 

E. momentul cinetic în raport cu un punct fix este nul într-un câmp conservativ. 
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19  –  Energia relativistă a unei particule cu masa de repaus mo şi viteză v, 
corespunzătoare masei de mişcare m, este: 

A.  m v2/2;   B. mo v2/2;   C. mo c2;   D. mo c2/2;   E. m c2.            
 

20  –  Determinaţi viteza unei particule relativiste dacă energia cinetică a particulei este 
egală cu energia sa de repaus. 

A.  2,6 . 108 m/s ;   B. 3 . 107 m/s;   C. 2,6 . 107 m/s;   D. 1,5 . 108 m/s;    
E. 1,5 . 107 m/s.            
 
 
Răspunsuri corecte: 
 
1- B 
2- E 
3- B 
4- A 
5- C 
6- D 
7- C 
8- E 
9- D 
10- B 
11- B 
12- C 
13- B 
14- D 
15- B 
16- C 
17- A 
18- B 
19- E 
20- A 
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